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С самого начала проявлялось отрем- 

ление найти для унификации воех отраслей 

наукя теоретическую основу, образованную 
минимальным числом понятий и фундамента- 
льных соотношений, из которых логическим 
путбы можно было бы вывести вое понятия 
и соотношения отдельных дисциплине! Вот 
что Мы понимаем под поиском фундамента 
для физики в целом. Глубокое убеждение в 
достикимости этой цели является главным 
источником страстной преданности, которая 
всегда воодущевляет исодедователяя 

_ Альберт Эйнитейн. 
ый
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Лекции по теории физических структур, приведенные в насто- 

ящем ‚сборнике и сформленные в виде отдельных статей, объединен“ 

ных общим содержанием ‚, представляю? собой небольшую часть го- 

дового спецкурса, читаемого мной в чечение нескольких лет на 

физическом факультете Новосибирского государственного универси- 

тета. В приведенных здесь лекциях главное внимание обращается 

на, по возможности, строгую матемахическуюя формулировку прин- ^ 

цина фономенолотической симметрии, лежащего 3 основе общей 

‘веории физических структур. В свяаи с этим я хотел бы обратить 

знимание читателя на дополнение, написанное Г.Г.Няхайличенко 

и помещенное в конще сборника. В этом дополнении приводится 

доказательство эдикотвенности физической структуры ранга (9,2) 

и обсухдается аналогичная проблема длЯ физических структур бо=_ 
семья ме ы еее денек мини 

лее высокого ранга. Приведенные там доказательства весьма похозны, 

так как лают представление о конкретных методах, применяемых в из- 

пагаемой теории, ни могут служить основой для нзучения Физячаск: 

отруктур различного типа, | 

Что хе касается физических приложений этой теории, сос- 

хавляющих большую часть спецкурса, то я ограничился з160ь лизъ 

кроеким изложением механики ( получение второго зехова Ньюто-_ 

на, введение понятий массы и силы, вывод релятивистекого урэв- 

нения дуижения в неинерцизльной окстеме отчета). 
из приваденных в изстоящем сборнике физических примеров в прин- 
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циле видно ‚, Как могут быть сформулированы ва языке физических 

структур исходные еэксиомы физической ‘твории пространства и вре- 

мени, теории относительности, термодинамики ‚, электростатики и 

электродинамики. Однако, последовательная и единая форыулиров- 

ка упомянутых исходных принципов , существенным образом основаБ- 

ная на применении идеи феноменологической симметрии, составляет 

вторую часть спецкурса и будет изложена отдельно, 

Я отдаю себе отЧет в том, что некоторые утверждения, ка- 

сващиеся значения ‚, рассматриваемой в этих лекциях, феномено- 

логической симметрии, могут показаться излишне декларативными, 

В свое оправдение я могу лишь сказать, что сделал все возыохкнов, 

чобы скрыть за предельным педантизыом свое восторженное изум- 

дение, охвативиее меня при видео мудрого порядка, красоты и со- 

зершенства, открывшихся в традиционной физике после переформули- 

ровки ее принципов в терминах теории физических структур. 

'С сохалением я должен признать, что эти лекции преднавна- 

чены ‚главным обрааом, для тех, что сохранил в себе способность 

удивляться простым вещам, - вещемы ‚, которые только кажутся та- 

кими простыми и знакомыми. 0т чихателя ожидаются готовность 

переключиться на новую почку зрения, отличную от традиционной, 

и добрая воля к сотрудничеству. 

Я отдаю себе также отчет в том, что приводимое здесь из- 

ложение основ теории физических структур носит фрагментарный и, 

возможно, недостаточно ясный характер. В связи с этим я хочу уве 

рить читателя, что всякие критические ( и даже иронические) за- 

а 
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мечания будут приняты мной с благодарностью. 

В заключение мне хочется поблагодарить акад. М.А. Леонтови- 

ча за постоянный интерес к этой работе, за его ‘готовность и уме- 

ние переключиться на необычную точку зрения и неоднократные по- 

лезные дискуссии. Я многим обязан чл, - корр» АН СССР А. А. Ляпу- 

нову, обсуждение с которым основ этой теории всегда доставляло | 

мне большое удовольствие и являлось могучим стимулом. 

В особенности, многим ‘я обязан профессору °Ю.Г,Решетняку, при- 

пожившему немало труда, чтобы устренить многие неясности и шеро- 

ховатости из многих моих статей, 

г. Новосибирск, 1968 г. 

0,И, Кулако».



ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЬОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ 

СТРУКТУР. 

В настоящее время понятие симметрии прочно вошло в совре- 

менные физические теории, без него теперь ›, по существу, не мыс- 
физический 

дим ни один крупный шаг в теоретичоской физике. Так, например, ас- 

пект теории продставленный групп состоит в учете и использовании 

соображений сицыетрии, связанных с различными физическими процес“ 

сами. Однако, все известные виды симметрии не исчерпывают всего 

богатства форм и содержания, которое заложено в понятии однород - 

ности-равноправия-симыетрии. 

Излагаемая в настоящем сборнике теория физических структур 

` представляет собой особый раздел математической физики, в кото- 

ром изучается специальный вид симметрии, имеющий самое непосред- 

ственное отношение к наиболее фундаментальным физическим законам 

и понятиям. Желая подчеркнуть СВЯЗЬ этого вида симметрии с раз- 

личными физическими явлениями, мы будем называть его феноменоло-- 

гической симметрией ( от гр. ме УОМЕ Уфу - являющееся). 1 

_ Основным объектом изучения творий физических структур яв- 

ляются отношения феноменологической. симметрии или, другими сло-- 

вами, отношения однородности или равноправия , сформулированные 

в наиболее общем и абстрактном виде › Благодаря этому данная те0- 

рия позволяет, при соответствующей интерпретации, рассматривать 

с единой точки зрения самые разнообразные ЧиНИВанИЯ теории фено- 

менологическоаго типа ( к им относятся теометрия, рассматриваемая 

как физическая теория протяженности реальных объектов, хроно-- 
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ивтрия, изучающая наиболее общие свойства времени, специальная 

теория относительности, теория тяготения, релятивистская и нере- 

лятивистская механика , электродинамика). С другой стороны факт 

существования феноменологической симметрии является настолько 

сильным требовзнием, что. позволяет получать явные выражения для 

всех известных первичных физических законов независимо от их кой- 

кретной интерпретации. 

Исходные физические предположения, лежащие в основе теории 

физических структур» сводятся к следующему: 

Т. Физический закон, лежащий в основании того или иного 

‚ раздела физики, справедлив для всех физических объектов , принед- 

лежащих к доотаточно широкому классу ( идея однородности или рав- 

ноправил); связь 
2. Физический закон в его наиболее первичном виде есть’меж- 

ду экспериментально измеряемыми величинами ( только олытный факт 

может прелендовать на звание физического роконоу Фркоедед лен 

ея 
Зо Экспериментально измеряемые величины, входящие в выряже-. 

ние физического закона, зависят, по крайней мере, от двух, & в0- 

обще говоря, и от большего числа физических объектов (идея би 

нарных, тернарных и т.д. отношений); о 

_ 4. На множестве физических объектов можно ввестя понятие 

близости ( непрерывности, окрестности ) ( идея аналитичности фя- 

зических законов), Г. НИ 

Чтобы понять, как ‘ати идеи! формулируются математически , рассмот-- 

рим частный случей феноменологической симметрии ранга (^,/“) и 

порядка Т. 

Ш ы



Пусть 0 и 66 - два множества физических объектов раз- 

личной природн. Мы булоьм говорить, что элементы этих двух мНОЖ6 - 

ств находятся в отношении феноменологической симметрии ранга 

(м,П) и порядка Т, если имеет место следующая ситуация: 

| Т. Каждой паре объектов (2(е 48, ХЕ) с помощью некото- 

рой экспериментальной процедуры сопоставляется одно число д $ 

2. Если из множества 146 выбрать произвольным образом 

подинохжество 28... состоящее из 4 элементов, а из множества $6- | 

‚ = подмножество 8, состоящее из М элементов, то между №ёи экспе- , 

риментальными значениями .‹ы„ ‚ относящимися к любой паре (64) 

имеет место зависимость) ; 

У: л,...ёе № Ухв,. уе (им, „И о. (т) 

При этом д едподагается, что вещественна ЯКЦИЯ остаточ- р редп ь Чо НаШеСтЗОяь |9 ® кция 9 д 
ное число раз дифференцируема иуразрешимо относительно любого 

своего аргумента. | 

Наличие в (т) кванторов общности \У носит принципиальный 

`харектер» зак как с точки зрения физики превращает ‘равенство 

ф Мы, Мед, ..., у ) = 0 в физический закон, справедливый 

для всех (46 ие : ‘с математической же точки зрения это 

равенство превращается в бесконечную систему ` функциональных 

уравнений относительно двух неизвествых функций: вещественной 

функции от 1-й переменных е (Хт» Хо» +. 5Х ми ). И вещественной 

функции от двух нечисловых переменных 4. , где (© 48, хЕЮ. 

Мы будем говорить, что зависимость (Т) с навешенными кван- 

‚ торами общности представляет собой еноменодогически инвариант - 
  

т) у - квантор общности; выражение Уса И с) означает: "для 
любого & ‚ взятого из множества 4 рН И (2 истинно“ 

_ 12 =



{.б» СООТНОЩеНИиВ 

нов соотношение, инвариантное относительно выбора конечных под» 

множеств 2. и ,С. 

Итак, встает чисто математическая задача: при а ОЗЫВЕЫЕ 

числах Ми М найти такую функцию от 1/4 переменных. 

ФО» Хо» ++. Кым ) (7Фре) и текую матрицу (Л = [= 

сои  › Чтобы имело место феноменологически инвариантное 

соотношение (Т). соотношения (Т) 

Можно показать, что требование существования ' ›‚ Инвари = 

антного относительно выбора соответствующих подмножеств, являет 

ся достаточным не только для нахокдения функции 4 +, представляю“ 

щей собой первичный физический закон в его наиболее естественном 

виде, но и для получения допустимого набора (. 

Так в случае феноменологической симивтрии ранга (М) до . 

пустимый набор Мм определен С точностью до одной произвольной | 

функции одной переменной Хе" и имеет вид: 

- (ее ре + рае Ир и), (0 

в р, фа (6=1,2,-..› а - произвольные 1. ›& * 

метры, сопоставляемые элементаи са), «е 48. р 

Что хе касается самого лервичного физического закона, реа“ 

лизующего данную физическую структуру, то он может быть записан 
| | 

м.) Ва) =. В) 
им) ЖИ). (4) | _ 

(ии, р» Ищ.) = (мы) РН) ты | = 0, 
| д Ру 09 

`ле #(е) = Х "(х) = бункция, бони Й» 
`! 

следующим обрезом: 

-в-



Заметим, что физический закон, удовлетворяющий требова- 
ныю феноменологической инвариантности имеет конечную ( а не диф- 
ференциальную) форму. Эхо значит, что денный закон справедлив 
для всех, а не только близких, элементов множеств 108 и 45 з 
что придает ему подлинно фундаментальный характер. 

‚. Можно легко показать, что ранг феноменологической симиет-- 
- рии (М, М ) тесно овязан с "размерностью" множеств 42 и 2 , 

`Ф.б. С числом существенных параметров, сопоставляемых каждому 
из элементов множеств 4 и УД . Так в случае феноменологичес: 
Кой симметрии ранга (№, Я ) максимальная размерность множеств 
$ и № равна, соответственно, И = Ти - Е. 

Таким образом, теория физических структур подставляет 
собой особую теометрию, построенную на ‘нескольких мнохествах 
равличной природы, В частности, когда множества ДХ и {2 совпе- 
дают, из теории физических структур вытекают, как частные след» 
ствия, геометрия пространств постоянной положительной "и отрицн 
тельной кривизны, евклидова геометрия и геометрия симплектичесь ° 
ких пространств. , | 

. Мы уже упоминали, ‘что наличие феноменологической симмеч-- 
‚ рии конечного ранга говорит. о сущесявовании конечного числа па- 
раметров, характеризующих каждый Из -элементов множеств 4 и 2 ь 

°Оказывается, что эти парамееры ‚ для’ конкретных множеств #2 И 
- 6 допускают ‚очень простую интёрйретацию; они являются ни чен | 
‚иным. как известными ‚физическими величинами: координатой, массо! 
силой, температурой, витронней, электродвижущей силой, сопротив 

` а * 

.ленйем И т... .. 

= >= _ —ы——— =. = 
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Таким образом, теория физических структур позволяея рас-- 

сматривать все фундаментальные физические законны и понятия с 

одиной , общей точки зрения, не зависящей от их конкретной мн- 

зерпротации. . Образно говоря, теория физических структур пред - 

ставляет собой своеобразную алгебру отношений симиетрии, приво> 

дящую к специальной ‚, феноменологически инизриантной геометрин, 

наиболее вдекзатно отражающей структуру фундаментальных физичес 

ких законов. и понятий, = 

& ` 

-с’ о . г



ПРИМЕРЫ, ИЛЛЮСТРИРУЮЩИЕ КОНЦЕПЦИЮ 

ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР. 
  

В человеческих делах главное‘ 

внимание должно быть обращено на 

МОТИВЫ. 

Иоганн Вольфганг Г6теь 

$ 
2% 

Эйнщтейн, рассматривая вопрос о связи геометрии © объектами. 

природы, писал: | 

физика занимает вопрос, справедливы ли теоремы геометрии.’ 

10 что эвклидова геометрия с этой точки зрения содержит нечто боль-- 

шзе, чем простые, дедукции, полученные из определений логическим пу- 

еём, зидно из следующего простого рассуждения, Между 7 точками 

пространства существует | +т(т-1) расстояний 2: $ мехду. 

б., и 374 координатами имеют место соотношения: 

. # 2.1) 
де ао (чи бы) а 

Из этих т (т -1) уравнений можно исключить 3/9 координат, и 

тогда для @.„ останется по крайней мере» 5 т (#м-1)-8т 

соотношений *„ Поскольку 2. - измеримые величины и, по опреде-- 

лению, не зависят друг от друга, эти соотношения между величинами 

4... ве являются необходимыми @2еоъе ". 
  

1 Фактически, из-за специального вида уравнений (2.Г) из приведен- 

ной системы можно исключить не „З/м координат, а только 5-6 

и тогда для Феи останетоя не $ т(м-1)-39 соотношений , 

а (м -4) -Зт-+6 «Однако, ясно, что подобное уточнение 

не меняет существа дела.’ = Ю.К» 

- 

‚ -16-



Мысль, заключенная в этих строках о том, что факт существова- 

ния соотношения между измеряемыми на олныте расстояниями имеет не’ 

`тривиальное происхождение и отражает наиболее глубокие физические 

свойства системы материальных точек, является на наш взгляд, чрез- 

вычайно плодотворной. 

 аабивая эту идею, МОНО утверждать, что существование подобы 

ных соотношений является свойством не только совокупности матери“ 

альных точек, но и многих других физических систем» Более того, 

именно этот факт следует признать наиболее ФУНЖЕШОНТЕлЬНЫМ физ Ио 

ческим законом. лежащим в основании пболедовательной физической 

теории, ибо он является ках раз тем самым первым звеном, которое 

связывает свойства реального мира в эффективными математическими 

методами исследовёнияе 

| Ниже мы рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих факт ‘сущес- 

вования некоторых фундаментальных соотношений ` между результатами 

измерений, относящихся к раз личным физическим системамы При этом 

ны поступим следующим образом Используя известные уравнения, мы 

получим некоторые соотношения тила тождеств, левая часть котор. 

имеет вид определителя того или иного порядках 

Заметим, что эти соотнощения содержат лишь измеряемые на ОБ 

‚е величины, имеют один и тот же вид (в точностью до порядка опре» 

\елителя и некоторых других несуцественных офличительных признаков) 

для разных физических язлений и, что вамое существенное, инвариант» 

ны относительно выбора ПОДмНОЯВСт Ву соответствующих физических 

объектов! Таким образом, сама собой напрашивается мысль © том, что 

именно эти соотношения должны быть взяты в качестве исходных, До“ 

пускающих опутную проверку первичных законов, лежацих в основании 

того или иного раздела физикие 

= 17 -



^ 

5 т ДИНАМИКА ТОЧКИ. 

Прости меня, Ньютон; ты нашел 

единственный путь, возможный в твоё вре- 

мя для человека величайшей научной твор- 

ческой способности и силы мыслие' Понятия» 

созданные тобой, и сейчас остаются веду-- 

щими в нашем физическом мышлении, хотя мы. 

телерь и знаем, что если мы будем стреми“ 

ться к более глубокому пониманию взаимо“ 

свяаей, то мы должны будем заменить эти 

. понятия другими, стоящими дальше -от сферы 

непосредственного опыта» ` 

Альберт Эйнштейн» 

А. Нередятивистский случай» 

Воспользовавшись известным уравнением движения материальной 

ТОЧКИ ов ° 

т&’ = я | (т) 

получим некоторые соотношения типа тождеств мехду компонентами из-- 

меряемых на опыте ускорений. 

Для этого рассмотрим два множестваз 

45 - множество тел 2, ль Г... и 46 - иножество 

акцелераторов 4 <, В,....,... И измерительную операцию М у с0- 

поставляющую каждому.-телу & и каждому акцелератору ©^ 5 ком 

поненту ускорения 

5 41/5 _Ф 

Я„ = 20 ыы. (9=1,2,3) 

5 
Измеряя ускорения Я; различных тел, находящихся под воз“ 

действием различных акцелераторов, мы получим, вообще говоря, бес- 
  

{ Под акцелераторави (от дати десен ео - ускорение) мы будем 

попимоть всевозмонные механизмы и ноля ‚сообщеюнийе телам раз- 

личные ускорения. « 

1 = 
2



конечную матрицу 

5 5 178 $ 

5 $ д: О Як, .`. ВЕЛ сз 

5 | 

ба Яр 4, < Яр: 

@ лы Ян Яну неЕ 

Легко показать, что ранг этой матрицы разен единицег Действитель> 

но, так Как согласно (т) { 

пеар = 9 (5*1, 1,3) 
„ 

то для любых А 08 и @,В Е. 

5 
Ям. = Ям , 

о д 

га кв 

ИЛИ 

о. 1% 4. 
У ка, УчвЕ В ее № 

о ь: Як Ян 

(У- кзантор общности: высказывание У = 9) означает: 

Для любого & взятого из множества 5 ‚ высказывание 244) 

истинно") | 

При выводе соотношения (2) молчаливо предполагалось» 410 ДВИКО- 

ние тела & рассматривается либо в инерциальной системе при от“ 

сутотвии поля тяготения, либо з"сиотеме падающего лифта"! Матрица 

|аг.| ускорений, измеренных в любой другой системе отсчёта, уже 

не будет иметь ранг равный одиницеЯ Однако, если ввести некоторую 

константу 

о-в -



Я а Ча, к, р > в Сбкь “о у (5) 

Ч, Е Я, о Я, в, — Яо, 

зависящую только от выбора неинерциальной системы отсчёта се 

и рассмотреть новую матрицу [а +@. | э ТО её ранг снова ‘будет 

равен единице. В самом деле, нерелятивистское уравнение двихения 

тела & в неинерциальной системе отсчёта © имеет вид ̂ 

а. = Я СМ: а, - (4) 

где (4. - ускорение поступательного движения системы 6’ (или 

ускорение оилы тяжести, взятае с обратным знаком) о! Из (4) имеем: 

8 
ОИВЬН В (5) 2=4., = к, = а 5 - В. ‚ тде с, к, - два 

фиксированных тела, 8 О», Ве - два фиксированных акцелератора, 

получим (3) и 

— а, +а; Я; + ( 

УгкЕ 45, УхвЕф, Узе@ о 79. (6 6 8 в 2 И: = 8 *: (6) 

Подчеркнем, и соотношения (2) и (6) мезду 5 = компонентами 

ускорений ах остаются справедливыми при любом выборе тел (, < 

и акцелераторов ©, в ИЛИ другими словами, инвариантны ятноси- 

тельно выбора двухэлементных подмножеств 

окр а Май. 
х 
  

В. не> ь > и Предполагается, что @нерциальная система отсчёта 6е © участ- 
вует линь в познупатонаням движении относительно инерциальной 
системы Е и 

ш ВО



Этот результат ын будем трактовать как наличие особого рода отнойя» 

НИЙ между множествами 2 и % ‚ которые в дальнейшем мы бужен 

называть физической структурой ранга (2.@), кратности (Т.П) в по» 

рядка То | | о 

м 

В. Релятивистакий -случай. 

Релятивистсвий случай в принципе ничем не отличается от неро“ 

лятивистского случая; всё различие состоит лишь в применений реля“ 

тивистской кинематики. Это эначих, что в релятизистоком одучав для 

характеристики отношений существующих между чножоством тей 5 и 

множеством акцеле ратбров 44 удобно взять не непосредственно изме’ 

ряемое трехмерное ускорение Я" = д „› 8 выражавиов чероз нет” 

‚ абсолютное ускорение ̂ | 

(4%) = к Ги и“ие 

‚ Использование абсолютного ускорения и" = (2) позволяв+ вапи“ 

сать наиболее общее (в рамках общей леории относительности} урал» 

нение движения релятивистской частицы в ого классически просеон 

вчде: | 

ъ 
м (= 5) =. о в) 

Из (7) легко получаем еномонологичеоки инваривнтное соотномение ‚ 

идентичное (2) и спразедливое для любой системы оточёта 

# 

Ук Е, Ухде ‚Ре иж, о’ 

И =в, 1, а, 3 И 

ве: д 

в . 

4 понятии ебоолютноло ускорения более подробно сие" [1] “ [2] 

-щ-



Заметим, что в последовательной теории физических структур [.] 

будет показано, что факт существования инвариантного соотнощения 

(8) является следствием существования особой феноменологической 

симметрии ранга (2,2) Что же касается самого соотношения (8), 

то оно является наиболее фундаментальным физическим законом, из 

которого как следствие может быть получен закон Ньютона в виде 

(7), (4) или (Г). 

Диторатура. 

Т ь Ю.И. Кулаков, "О физических законах, лехащих в основании ме-- 

ханики" (см. стр. #5 настоящего сборника). 

2 ‹ ЮзИ | ВулаКОВ, "Релятивистское уравнение движения материальной 

точки в неинерциальной системе ОЧ (ем. 

стро 400 настоящего, сборника) . 

$ 2 ЗАКОН ПРЕЛОМЛЕНИЯ. 

Уверенность в том, что явления 

природы с необходимостью следуют зако- 

ну причинности, в конечном счёте осно- 
вывавтся лишь на скромных успехах, до- 
стигнутых в результате попыток челове- 

ческого ‘разума установить взаимосвязь 

между явлениями природы» 
г 

Альберт Эйнштейн. 

Рассмотрим некоторые общие свойства траекторий релятивистских 

частиц, движущихся в плоском потенциальном поле И(%, Ро: ) =М(м), 

которое изменяется вдоль оси ХХ по произвольному закону и не за- 

висит от И ия | 

Обозначим через 106 = То к,..., 2, .. | мнохертво эквипотенци- 

= Ра =



альных плоскостей поля (м, 4 ‚2)=Д(х) » а через 

= 1%, р,..., д). }- мнохоство изоэнергетических траекторий, 

то есть траекторий частиц, имеющих одну и ту же энергию Ее 1-Е на эквипотенциальной плоскости Е: 

4 

Е == Ед =... = 6: * 

В качестве характеристики траектории © в точке, дожещей 

на эквипотенциальной плоскости & $. возьмём угод @ы между нае 

правлением оси 2 и вектором» касательным к траектории СХ 4 

Легко видеть, что 

и 0. к ый. СИ (т) 
ты о Ау чьа ый К |. к 

Воспользовавшись законами сохранения энергии 

  

    

ОЗ | И = и *И, 

71-24 1-2 
и р, в 2» = импульсов " 

И и гы ИУ км ИМ Ил гы Иа кк 
=“ 4 а & 

11 Зы 1 2-2 1-2 

  

2 г о г с“ 
ы и т у = (ыы = и : (=; 

: 4 _ Фи. ^ 

С* 
  пить 

И, = И — ис. 

Е _ (Ели 1 -м 
Ре вы ое пд ом тилчен ь “= 

   



  

  

ОР -| 19“ С1 | 

сот дни, ил › о 
в = _ ̂̂ 95% 

Виа = - 
1- Вы. 

с- 

Подставляя (2) и (3) в равенство (Т), получим закон преломле- 

ния для траекторий релятивистских частиц в плоском потенциальном 

ноле и, 8) = (%) : 
  

  

ч . Ем кИ- Ик) ри . Дея 9: а 44 О ( 6“ ‹ к) ; (4) 

- (а +И.-И;) — 1 2С1 

Но так как при любых ©, В 0. Е = = Е; ь то из (4) 

следует, что 

ря г _ = ди ба — 

| Феи би. феи ка 

или | 

|9 9 |, 
Ук = УхвЕх` ‚ | 30. (5) ‘, 20% , В : Аи Й ик си Я ` 

Итак, характерная особенность изоэнергетических траекторий в 
. “ 

плоском потенциальном поле состойт в том, что ранг матрицы 

дей 9. и в ‚.: ИИ с, 

Зи би де а еее и бу я 

“и бе 4%и бел ... 30 у... 
О С х 

ыы



равен единице о - 

ое суцобтвования инвариантного соотношения (5), \есно свя 

занного с законами сохранения энергии и нипульоа, мы будем трак-» 
   

      

тозать как наличие особого рода отношений между плоским. позенци- 

альным полем и множеством изознерготических релятивистских частице 

Эти специфические отношения мы будем в дальнейшем называть физмче0-> 

кой структурой: ранга (2.2) кратности (ТТ) н порядка Те 

$ 3 ШВИЖЕНИЕ В ЭДЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ. 

Ампер счител необходимым 00000 

подчеркнуть, что математическая теория 
электродинамических явлений зыведена 
им исключительно м опыта 

Вильгельм Вебер. 
ий 

тек воего| уточним терминологию, |относяжуюся к релятивист“ 
' \ 

Фкой кинематике частиц» 

оли 2 - трехиорный радиус = векФор частицы, то 
| 

| 7-Е (т) 

мы будем называть еб эмпирической окоростью» 

Нах ду 2 удобно восиотреть четырехморную скорость частиь 

ЦЫ 
=> 

ее (а | (2) 

и С й- 1. ‚. 

где 2‘. (сё, =) - аашны радиус-вектор частицы (‹=04,2,3) 

р м: 7 ле | = инзариантный промехуток времени! 

- ‘25



Занетиц, что непосредственно на опыте измеряется эмпирическая 

я 17°, а четыре компоненты 4‘ рассматриваются как опре" 

дезенные функции от Я’ а - 

Точногтав же на опыте измеряется эмпирическое (естественное) 

ускорение 

И и, (3) 

зная которое вместе © 47 можно вычиолить трехмерное релятивист- 

309 

* и ). 27/7 ‚ 

т ва аеи 
5 чазирехнернов 

зай : 
ыы Е 5 

й-Я "ПЕ 

  

уокоровиям 

Нзак, иепосредственно на опыте измеряются 7 и я $ 

ная косые по формуле (2) можно найти четыре компоненты чезырех- 

мерной окоросеи 44’ ‚ао формулам. (би (5) - компоненты четы-- 

рехнерного ускорения ха , | 

Ирлотуная к установлению основного энспериментального факта, 

приворянято и повятмю тензора электромагнитного' поля, возъмём не 

коз ‚орую частицу ® фиксированными массой /М и зарядом | е 

и рассмотрим два мноноства = множество источников электромагнитно->. 

29 дона, 28 (конденовлори, заряженные тела, катушки и тей) и 

Мнокаотно начальных скоростей, сообщаемых частице, 96 + 

Не мещан частицу в рая личиые электромагпитные ноля, создавае-> 

ина 

- 26 -



мне различныма исто иками С, В»... и сообщал ей различкие | 

начальные скорости (а), 1(8),... ь мы будви измерять соотре 

ствующие эмпирические ускорения я. о 

Таким образом, после соответствующего пересчёта, им можем 

записать результат эксперим ‘та в зиде матрицы четырехнорных усн» 

рений р г «| , приобрета чых фиксированной частицей в различных 

электромагнитных полях. о В, -.-' при различных начальных ском 

ростях @, #. | | 

. Вадача с00%0°т в чом, чтобы используя уравнение движеняя 

релятивистской частвцы и элентромагвихном поле показать, 320 мер» 

ду ие $ = ко ‘понентами четырохмеуных ускореный а, 

инф, ... ‚М отнооящимиол к`четыром реахичным похям ©’, Д, 

У, 4’ пчетирбм"начельным ‘скоростям а. Вс, сусла 

функциональная связь 

ф (м. иди) = 0, о 

низариентная относительно зыбора ву | т, я [466,9]; 

при этом лезая часть этого разенязва являетоя определителем чтива» 

Фото порядка” - | : о Г 

  

Дия получения  опоменологическя ннзарманиного соопножения (5) 

зоспользуемоя уразнением Движения ты чвотия № аломтрое 

матгнизном поде 

ма “и, , =. 

27.



где Ик = Я» м 

| 

74 о оо 
0 -1 О О 

9» | о 0-Е 0] 
о0-| 

О, -Б, —Еь \' 

4 „| & -и. И, 

Еу 

А 

О 

Ну ыс* 

И, Ик о/ 

)бозначая вр" ==. 5, перопишем (7 Я ви иде: 
| 

аа) = фи, (4)! | — (8) 

Так как тензор Я ““ антисимме» ричен, то т часть равенства 

(8) пиры любом фиксированном чеки ё представляет собой сум» 

. му трех слагаемыхя Например: 

ина) = Фа) М (а 1 Фо) Ци) + #7) 6.9) 

Чтобы понять, как связаны между собым | И/*(а,а) ›‚ относящи- 

ося к различиыы © и @, вобпо уемся следующей матоматичес- 

кой теоремой: 

Пусть дан набор Дл (и-1) Нозависимых переменных 

К 6 (6=1,2,....И-1; @,“ =1,2,..., М) 
2 <. 

Бели вое /И^ функций ы (я,“=1,2,.-., и) от 2(/и-2) перемене 

ных 2% з = ‘имеют один и тот же вид | . 

= „ & м-& ` => 6 5 

ам Са р м фа т нь 2 ба ак: © Иа ем 
{ 

$ 

Фо они связаны мехду обо функциональным соотношением 

- сз -=



Фи фа, 1) = 6, 
тевая часть которого является определителем порядка ИМ %‹„ то веть 

Де фа г. Фи 

Де фыь с- фя | 50. (ато) 
= - 

/. и. 9 >: ры , 

Доказательство этой теоремы чрезвычайно простом Действительно». 

    
легко видеть, что определитель, стоящий в левой части равенства 

(7 “Т0), можно представить в виде следующего произзеденияз 

Е 4 ’ ны й. 2.2: м ж,“ 0 | т ба ‚^ Фа йа 

в ра > ° ори [= 2 2%, =. Хх." 0| №1 22. ор 

1 ®. = 

р № в бб бы № В 2 ры Я > г. ь 

и И-{ 2 ° И уж #0 "1-1 и па $ и-@ °бИчНя ыы 

д нь яв ин Анн ж, В . -. в 0 О зы о 

й 

            
Но поскольку каждый из сомножителей равен нулю при любых 

{ .. 
В а. А им, а то равенство (7‹ТО) становится оче-> 

ВИДНЫМ. 

В нашем случае И=@ё4 и 

{ 

Ка = “,(а) 2 ба = М. (а), а = 4, (9); 

—- ф*”&), ом = 96 ** (=), зы = @“(“).



Таким образом, мемду щестнедцатью ускоренияий иг (а, а), 

относящимися к четырем произвольным полям би = то В, у,9 } И четы 

рём начальным своросеян = а, Е 4} существует феноменологически 

°инвариантное соохномение | 

из й ура | а) ев) аще) ед 

ира) дв) ЧО а) 
ра) ув) Ире) 9) 

(де) 18). ие) 94) 

асе, =0 4) 

=01,2,3;     
Е 

Стметим. что есля бы тензор ое не был бы антиоимиетричиыи, 

"0 связь мехду ускорениями выражалась бы через ыы до 

четвертого, а пятого порядка: " 

Итак, введение понятия элоктроматнитного поля тесно связано 

в рассмотрением двух мнохеств: множества №2 источников поля 

| ©, 7-2 „д - В Множества 96 начальных скоростей &, 6... — некое. 

зорой бикоированной часзицыяПервичной. экспериментальной величиной, 

оспоставдяемойЙ каждому источиику поля © и каждой начальной вЫ 

рости @ › является трехмерное ускорение частицы а, а) } $} Чежье» 

рехм ернов. ускорение 2“ (м, а) являотоя определенной функцией 

т ба а) Е я (2). 4 Заметиы, что феноменолотически иввариантнае 

соотношение (т) является тем самым перзичным физическим законом, 
Х 19, 

``“ которого следует существование тензора элентромагиитного ПОЛЯ»! 
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$ 4 ВРЕМЯ а 

| Во всей истории науки нет более 

поразизельного примера иронии, чем ут- 

веркхдение Эйнштейна, что он не зная 

что такое абсолютное время = того, что 

знал кахдыйе 

, | ` Джа Синга 

Рассмотрим множество событий 3 = [6 к,..6 происходящих 

в одной и той же точке пространства. При установлении соотнонений 

ф (би, ..., бы) = 0 

связывающих #т(-4) промену®ков времени ;, между #и собыли= 

‘ВИДА 

ями, возмохны два’ Завиианх подхода. 

Первый вариант | 

Выберем в качестве единственной измеряемой на опыте величины, 

характеризующей пару событий, променуток времени С, ›, измерен“ 

ный, например» с помощью часов.! При этом мы че будем принимать в 

расчёт последовательность событий р в К И очитать 

, м В 

Си = 2: >20, 

Таким образом, весь набор опьтных данных, характеризующих 309 

цяомество событий #8 = 16 к,..,6,..} можея быть представлен в виде’ 

симметрической матрицы с положительными элементами 

о 2 2: г , —_. ве 

$ м 

т 

С О бе бы ›°. и 4 

бе бд 9 ем 

бе Оба Сые "Я = = 
- =“ * * * 

В о = ' 

‚



Мы будем исходить из закона аддитивности времени, принимая‘ 
на, 

ето данном этапб` изложения как фундаментальный Опытный факт.) 

Смысл его состоит в том,. что промежутки времени 24», С;о, Сие 

между тремя событиями 2, \, ё в зависимости от последователь- 

ности этих событий, связаны между собой одним из следующих трех 

соотношений 

ю пои 2 ИЛИ + бив Зы =, р << ё 
ё<к«е 

ъ 
Р 

ем — Сие * бе =0 Ь ‚при А<6<@ или (2) 

е<Е<к, 

бр С... ‚’„ = , ‚ | би + Сие + Сие О, при С<6<& или 

А<е<г, 

где "неравенствой (< означает, что событие & предществует 

событию К 4 | 

Чтобы придать соотномениям (2) единый вид, справедливый при 
` : ” “ ь 

любой последовательности событий 2, К и 2 ‚ Порепимем, на- 

пример, первое из равенств (2) в виде 

Си + Ска > Се 
ця . [а 

и возведем обе части равенства в. квадрат; 

г. [1 г. 
Си -+ Сие + РС Са = бе. 

Отделяя 28), С,, и онова возводя обе части полученного равенст- 

ва в квадрат, получим: 

СИ и би — 2 (2 2 в Е 8 * ее) С. 

пы „= $2 = 2.



| 

Легко убедиться в том, что выражение, стоящее в левой части по- 

лученного равенства, есть не что иное как определитель Кейли 

2—5 Менгера четвертого порядка 

011 1 

1 О ГА 2. 

заб, ко 6. 2) ге, бе) = > " х = 0. (3) 

р пом 2 
1 бе бы ©     

Заметим попутно, что выражение (5), полученное из первого ра» 

венства, (2), включает в себя все три соотношения (2), так как 

ое * - | 
о 274 -* 7 2-1 4 

| еб + И 20 Се + Вр Се бы бя 

    
= - (би + бы) (бы + бе бы) (бы Сиб) (бы + ба + би) 

Второй варианта 

Поскольку существуют объективные способы, позволяющие устано- 

вить, какое из двух событий & и ХК произошло раньше, а какое 

позже, то кроме промемутков времени С.» ,‚ симметричных относителу- 

но индексов ( и /( ‚каждой паре событий, после соожветству- 

ющего эксперимента, можно сопоставить знаковую функцию Их 

равную + 1, если событие 2 предшествует событию К из т, 

если событие Е следует за К 5 Ясно, что имеет место равенство



И = = к . 

7 

°, Итак, для полной ‘характеристики. множества собыший необходимо 

помимо матрицы .»„ задать антисимметрическую матрицу 

ы Ге Го 

р о ле И в (4) 

Де к о ен 

| (ы (м (= © 

Введение нанООЙ функции’ 7 поззолнох зыкисать три ра- 

        
венства (2), выражающие принцип эддитивиосия эремоии, в виде од: 

ного, инвариантного относительно-выбора поедет. утномии собы-- 

ий С.К, #: 

/ с ее 
" * , ь т „= 

С ( «› Иж › с › 7 д ке, Пе ) тт 

| © 
= 2 И + бе Иже * Се Пе =, 

| Повторяя описанную выше процедуру перехода от (2) К (5) и 38* 

мечая, что Ра ={ легко убедиться в том, что я (5) следует (3). 

Итак, своеобразие второго зарианта состоять гой, Что равсиаг- 

тривается соотношение (5), связызалдес между собой два совериенно 

’ различных набора Оль ных данных С, и Ил з отиосищиеоя и трём 

произвольным событиям (, и, 

Ваметим, чт0 С, и Р.« ходят в (5% ь опредолзииой ком- 

бинации 

Е = 9 ‚ и 

гк ^ (« вк ,



которую назовем аддитивным промежутком времени.) В связи с этим 

удобно рассматривать вместо двух матриц и 7. одну 

антисиммотрическую матрицу м › каждый элемент юторой равен 

произведению соответствующих элементов матриц ‘С и Их. . 

Соотношение (5), справедливое при любой последовательности событий 

к › в новых обозначениях запишется в виде 

, Ф(, Се, Рме } = Ре 7 6 `Р ар == г (6) 

ИЛИ 

о) 
-1 о р Е . ° = 

Г ‚ / = , = . й = т 

Ф(, бе, би ) ] 2 = и 6 и (Си + ке + и) (7) 

| -{ -Се. ее О.   
Заметим, что соотношения (7) и (35), из которых как следствие полу- `^ 

чается закоц аддитивности времени, могут быть получены априори 

‘из одного только факта существования феноменологической симметрии 

ранга 3. 

Итак, основное содержание понятия времени состоит з улвержде- 

нии, что множество произвольных событий 05 обладает феи но“ 

логической симметрией ранга 35. 

«52 

= 55 =



‚5 5 РАССТОЯНИЕ. 

Мах был единственным. кто серьёзно 

думал об исключении понятия пространства, 

которое он пытался заменить. представлением 

о всей сумме расстояний между вооми мате” 

риальными точками» 

Альберт Эйнштейн. 

Расомотрим множество произвольных материальных точек ыы 

из фк, ›’ В качестве единственной, измеряемой на опыте, величины, 

характеризующей лару точек ( г, к )., примем расстояние 2. ИЗ 

`церенное, например, с ПОМОЩЬЮ масштабной линейки»! 

В отличие от множоства событий, где можно’ экопериментально 

установить отношение порядка (понятия раньше = позже), для множест» 

ва натериальных точек не существует способа, позволяющело устано» 

вить подобные отношения (справа < слева, выше =. ниже) для пары то» 

чекЯ В связи с этим, расстояние `@.» между двумя точками 6 и 

№ являетоя их единственной харакае ристикой и имеет симметричный 
, 

® { 
.> 

относительно точек ё и Хх ви: 

2. Е Г . , , (1) 

Итак. сопоставляя. каждой` паре точек ( 6. « ) расстояние бы 

МЫ получия забор опытных данных, характоризующий данную оовокун“ 

нооть точек, который монет бить представлен в виде симметричной ма 

трицы: . 

О в: д бы м " 

д о бы бы 

г РА 0 2 и (2) „= 

И ик ит о.



Задача состоит в том, чтобы опираясь на законы эвклидовой 

теометрии показать, что менду отдельными расстояниями [АЯ › ВЫб- 

ранными из матрицы (2) по определенному празвипу, существует неко“ 

торая функциональная связь, вид которой не зависит от конкрезного 
выбора материальных точек Г и,....,... и 

| Ясно, что взаимные расстояния 2, м И Слы Между 

тремя точками и. А,2и не могут быть связаны между собой функцио“ 

нальной зависимостью, так как при фиксированных 2. И #.. ре 
тъе расстояние би может принимать различные значения Точно 
так же обстоит дело, если взять четыре точки г, хм, и и раосмо- 

треть зависимость между шестью взаимными расстояниями: при фиксиро- 
ванных пяти расстояниях 6. %. 2. $ д, $ бы И Ск. Шестое 
расстояние у может принимать различные значения. 

Но если рассмотреть пять точек 5, т, И, /Р › то одно из де- 
сяти взаимных расстояний является двузначной функцией остальных де- 

ВЯТИо! 

`Итак, рассмотрим пять произвольно расположенных точек 6, к, 
т, и, р ‚ Которые будем обозначать цифрами т, 2. 5, 4, 0 Из точки 

о А’ 29 = ы р=0 как из центра построим четыре вектора 2, , 2, И у 
концы которых лежат, соответственно, в почка 1=с ‚ 
Зам и Чиа | _— 

Согласно одной из аксиом эвклидовой геометрии, между четырьмя ̀ 

произвольными векторами В трехмерном эвклидовом пространстве сущест- 
вует линейная зависимость: 

О, (3) 

где С, Са, бь, 64 — некоторые константы, не равные нулю одновре-= 

менно.: $ 

= 37 =



‚ Уинокая равенство (3) скалярно на 2: 2. , т. и о по 

зы систему четырех однородных уравнений относительно четырех 

неиз зестных С., б2, СИ 4 ) Эта система ‘имеет ненулевое 

решение» если еб определитель» называемый определителем Грама, 

равен нулю, 10 есть 

    

де == = $ 

е- 2 < 2. Ч 

— з — = — 

2, 2 2. г 23 2. 24 #0 (1) 

25 = - 
. * `. 

за за % 14 
2х ди Е 3 

о 
2 = 

Выракая скалярные произведения 25 2. через длины 2. = 2.” . 

2 да з 2 ) 

22-5 и д, = (&-%) 

на -1 (1-4), 

перепимем (%) в виде: 

_ 26 дер ба в, 

рр 2 С б-б-в 

2, д - 7: + д" - . 2 ди би -Ё Гы _ 

02-2" 4 0-0 бы 2 д"     
После окаймления получим: 

_ 58 =



  
Вычитая из первых четырех столбцов пятый, будем иметь: 

  

26, й А’ - а 

р 24, 

ыы 

(1+6, - &, биу+ё: - 

0 О 

д“ + в - й, 6+ &,- и 

2+ 5-6 вы 

2 #* й, не 2 6 

о-в 24 
О О 

г Е. — а м 2, ” : й = зЯ 

д. - в | Е, Е, -6, с. - 2 

Г 24-2 в + — 6 

- -ы бы в 
-1 -1 1-1 

После нового окаймления; полунаем; 

и - 6: 2 - в ви 

2-6, и - о д - 

[ й - 1 д — ы ы 4, -- [., 

°-ву 4: - вы вы - ы и 

2 = = -1 

Ё йа | д РА |   

#. 

6 
3 

у 

< 

4 

А 
р > 
А, 

я. 

1 

о 

  
ю
о
о
с
о
с
 

  

  

Вычитая из первых четырех строк шестую, меняя местами лятую и ме 

стую сероку и возвращаясь к первоначальным обозначениям 

- 89 ю.



(= бо = бр, #. = = = ©, ма ба т быи ) ‚ получаем окон> 

чатодььное соотношение, связывающее десять расстояний между пятью 

произвольными точками, известное под названием определителя Кейли = 

- Ценгера шестого порядка: Урл тире 8: 

Ф(е, 2 9) #1, Ё р м ен, бир, и, и ы ён) = 

    

о 1 1 1 1 1. 

о бы в в р ‘’ $5) 

с о бы в 2, =0. 

+ 2 О бы в 

бы бы °. о в 

1 д бр бы в 0 
До сих пор мы рассматривали мнонество точек произвольно раслоло»- 

ненных в пространствей Если же ограничиться точками, лежащими в 

одной и той ке плоскости, то уже не десять расстояний между пятью 

точками, а только шесть расстояний между четырьмя точками оказыва“- 

ются связанными мехду собой определителем Кейли-Менгера пятого по 

рядка* 
Урк тие 

о 

4190 ы Я г (6) 

1 Ия 0 2. ды =0 

1 #: м ты О б 

С 2 6, =, О    



точно так ке. три расстояния между тремя произвольными точками у 

лежащими на прямой, должны обращать в нуль определитель Кейли - 

» Менгера четвертого порядка: УСК, т = 28: 

опа 

1 0 г Ё (7) 

* = — О * 
1 г, О нь 

1 що     
Эти результаты легко понять, если учесть, что определитель 

Койли-Менгера К+2 порядка равен, с точностью до коэффициента 

ок (к квадрату объёма ХК “мерного симплекса, построенного 

‘на К+1 точках, то есть при А=р равен квадрату плодади треу- 

гольника, при К=3 - квадрату объёма тетраадра и теДе 

Отметим, что соотношение (5), во-первых, имеет универсальный 

характер, так ‘как не зависит от конкретного выбора точек Е К, м, 

пр, или, другими словами, инвариантно относительно выбора | 

подмномества 46, = =} К, Ч, пр}, и, во-вторых, содержит лишь измери* 

емые на опыте величины и потому допускает экспериментальную провер- 

куя | —_ 

Таким образом, равенство (5) выражает наиболее глубокие свой» 

‘ства протяженности произвольной системы реальных тел и может быть 

принято в качестве наиболее фундаментального закона при построении 

физической теории пространственных отнощений.! боотношение (5) было 

получено здесь на основании аксиом эвклидовой геометрии! Однако В 

последовательной теории физических структур это соотношение, а вле-- 

довательно и вытекающие из него аксиомы Эвклида, может быть получе- 

но из одного только требования феноменологической симметрии ранга 5. 

Соотнашение (5), играющее чрезвычайно важную роль при лострое-- 

нии последовательной физической теории пространства, на самом деле 
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является частным случаем более общего равенства, связывающего 

расстояния (., (©) между точками в трехмерном пространстве по-- 

отоянной кривизны Это трехмерное простракотво мы будем рассиатри“ 

ваз как трехмерную сферу» вдоженную з четырехмерное ЗВКЛИДОВО 

проотранотвох <> 

Так как любые пять векторов в четнрехмерном эвклидовом прост 

И линейно зависимы, то определитель Грама пятого порядка 

олжен быть разен нулю? 

<
.
 

—ё © аывр долее ши сонее — 

<, г | я 2; и ' 

2 к“
 $ 

#1
 

=
 
“$

 

5%
 

54
1 

$4
 

м м 54
 

д 7%
 

} 20. (в) 
; 

На 

5%
! м“ $
1
 

4
 

5
%
 м
 

$4
 2
2
 2; 1 

    м
 1 Л
 

м
 Ро

 

Поскольку, согласно неравенотву КотиБуняковскотго, 

(5 5) < 29 

то. обоаначая 

1ерепишем (8) в видез “ 

„„ 12 и



1 64 к 695 ем ве и ©95 Я» 

26а. 1 2) дк СУ и | се 

20 с к 1 С) мн 262 С, = 0 

| (9) 
я) 9: (9) нк 26 ин й 227 р ^^ 

    29) и 26 фк С8) ры 28 фра 4 

Определим расстояние и (©) между двумя точками С си К 

трехмерного пространства постоянной (положительной) кривизны, как 

вх (©) = К О 

где КЮ . некоторая постоянная, называемая радиусом кривизный 

_ Таким образом, если при любом выборе Пяти точек. СА, м ‚”, р 

делять расстояний @; к, И , 2, удовлетворяют, при опредее- 
лённом значении Ю , равенству 

  

  

1 58 сх 28 а - 26) вн се 

о 29) бин 29 би га бу 

о а 
су 5 сер а Се бе 1 22) < 

29 себе сву бар оби 1   
ба —



‘зо будем говорить, что точки гк, им, М, Р ЯВЛЯЮТСЯ точками 

трехмерного пространства постоянной полохительной кривизны к-&, 

8 числа 6. „. (@) = расстояниями между этими точками. 

/ Пегко показать, что определитель (6) связан о определителем 
„2 

е соотношением: 

Е Че, (и, -- (.„) =- 18 бы ТФ, (вы), -..› вр); ЧП 
Др е9 я 

_  Возвратимоя теперь к исходной матрице (2) составленной из 

экспериментальных данных, 6. ! Чтобы выразить закономерности ви“ 

де (5) - (7) в терминах ранга, рассмотрим новую матрицу 

4 хо бы И р 

и ‘ 1 ` И И кн Чи ® 292% 

Иые ны 1. с Мет Мер. _ (12) 

Ин; Мик НЫ # Мир „.. г 

ог -г Ири рт ря Я 

„Ш е 
составленную из так называемых привел нных расстояний (М, ох Я 

занных © 4,„(2) соотношением 

о из 4%. (13) 

Воспользуемся теоремой о ранге симиетрической и антисимметри»» 

ческой матриц, согласно которой ранг таких мегриц равен нлинномему 

порядку отличных от нуля главных миноров» и сформулируем рчя нред- 

докений, относящихся к рангу матрицы (12): 

а) Если тела ди, м, М, 2 ЯВняЮЗся точками йроптранотва ностечнь 

у д В мы



ной положительной кривизны 1 ‚ 3 То ранг матрицы Ах (&) равен 

четырем. Е | с 

8) Если тела Дл, м,.. лежат на двумерной сфере радиуса к, 

а расстояние 2: (2 ) измеряется вдоль дуги большого круга, то 

ранг матрицы (,х (а) равен треме | 

с ) Если точки {,А,м,.. лекат на произвольной * кривой, а рас-- 

стояние . 2. (&) измеряется вдоль дуги, то ранг матрицы 4» (®) 

равен двум при любых значениях ^ # 

4) Если тела ск, м,... являются точками трехмерного эвклидова 

пространства, то ранг матрицы Их, (=) * равен четыреме 

е ) Если точки с.к, м... Лежат на плоскости, то ранг матрицы (ри, (23) 

равен трём. 

  

1 Можно показать, что -` 
, 

ро 4 
[оо 1 оби | У быт бы вы) 

6. @е,: 

265 х 0тре 1     
х и (ак бан бам 94 5; 2 (2 - и) #5 Ро + +4»). 

Таким образом, если расстояния. д з. 2.” И 2 

удовлетворяют одному из трех равенотв: би чб = Физ 

би + Ки = д ИЛИ Им + бл Е бтж 9 ТО фе (лк, С бы) 

обращается в нуль при любых значениях @ 4 

в Строго говоря, при К-»>е< имеет смысл рассматривать матрицу 

и:& 

В = бы Ю2 а Ци) 
©. = 

имеющую конечные выражения для’ миноров М+1 -Тто ПОряд- 

ка. 

-45-. *



‚Краткое резюме: 
  

Ты Существуют совокупности материальных точек, различающиеся по 

ЮВОЙМ общим свойствам. Эти свойства определяются двумя парамет- 

; рами - радиусом кривизны © и рангом матрицы И» (К) * 

24 Оба эти числа могут быть найдены экспериментально путём изме“ 

рения взаимных расстояний 2. между точками данной совокун- 

ноотие| ыы 

‚. Как показывает опыт, в пределах, доступной к настоящему времени, 

° точности измерений, для произвольного общего набора материальных 

точек радиус кривизны равен бесконечности, а ранг матрицы и 

равен четырем В этом случае, допуская вольность речи, говорят», 

что все тела находятоя в трехмерном эвклидовом пространстве. 

Ц Из общего набора точек можно выбрать различные подмножества в 

конечным или бесконечным радиусом кривизны и матрицей Мк. (®) 

ранга три или два (сфера, плоскость, прямая и тепь) › 

_^ё 6 ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. 

_ Ничто так не волнует челове-* 

ческий разум, как свойства простран“ 

ства и времени» 

Макс фон Лзуэ. _ 

Фаосмотрин два произвольных, фиксированных события (К. 

ке 8 и множество № = 9, д,...,Й,.. .} равличных систем от” 

счёта, разномерно двивуцщихоя друг относитольно друга. Поли бн 

и Суки з соотвехотвенно, расстояние и промехуток времени меду 

двумя сабытиями { и ХК в системе оточбта < „то из иевари.. 

р 

- %6 -



антности интервала 5;м следует следующее соотношение, справед- 

дивое при любом выборе событий ск и систем отсчёта ©, 8: 

[о ®. 

  

г а з 

Зм = с" р — бл = Си — бр. | (1) 

Из (Г) имеем: 

д» * ‹к,4 р — . 

а, © и в 

ИЛИ 

р.* _ 0. д: __ у? 

Е“ А —_ А, «у 

  

* й —" 1 2 (2) 

См, х С , и 2; А, -- у ` 

„Соотношение (2) содеркит только измеряемые на опыте величины 

и может быть переписано в каноническом. ВИДВе 

* & . 

а р ы " ре ем в и | 

= ов, у Е > * = 

ии = - / 1 Са и р 0. (5) 

1 1 а 

Паличие феноменологически. инвариантного‘ соотношения (5) выра- 

кает основной и единственный экспериментально устанавливаемый факт, 

лежащий в основании теории относительности. у 

  

4 
1 

Феноменологически ИНраантнЫм соотношением называется равен- 

ство типа 

< (г, Ча, "4 и) =0, 

не зависящее от выбора конечных подмножеств = {44,6} 

и ©, = {8 ‚..., $. 

` 

т,



# 

Вамотии, что это соотношение (5), из которого как следствие 

легко  подуить (Т), может быть в свою очередь получено априори 

из одого только фанта существования феноменологической симметрии 

` ранга Зи кратности 2. 

# Итак, основное содержание теории относительности не имеет ни- 

ка го отношения к "конечной скорости взаимодействия" и состоит в 

утверждении: -мехду множеством произвольных событий 24% и множеот- 

  

   м всех систем отсчёта #Ф существуют отношения феноменологи“ 

еской’ симметрии ранга 3 и кратности 2‹| 

57  РАВНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ. 

Представим себе множество 4 различных движущихоя точек. 

Я, бркк 9 8 
с,... и мновество 46 произвольных моментов (, ^,...,0... 

во время которых измеряютоя время Ё и координаты 5  воех дви- 

жущихоя точека Если точки А е #8  двикутся равномерно, то 

г = Сева * Са баг 

и, следовательно, Г 

Уае И, Ул а В бк ме = 0. 

Таким образом, смысл идеи "равномерности" сводится к утверждению: 

мехлу множеством точек Де. ‚ находящихся в сойтоянии равномерного 

движения,и множеством моментов $& существуют отношения феномено- 

дориччкой симметрии ранга 3 и кратности 2. 

Севершенно аналогично» если ТОЧКИ ас: 9 двикутся разно 

ускоренно, то 

„ 18 =



‘ $. 
Ха: = Са 1 Са 2) + Са а 

и, следовательно, 

Ха: бд Кабо ат 

< г. + з 

УлЕ №, Ук тей р Е =0. 
2: Фе бе бы 

1 1 { & 

Итак, между множеством точек 6 ›‚ находящихся в состоянии равис- 

ускоренного двихения, И множеством моментов % существу от- 

ношения феноменологической синиетрии ранга 4 и крахности 2% 

    

$8 ТЕРМОДИНАМИКА. 

Природа проета в своих законахь 
, но бесконечно богата и разнообразна в 

их приложениях» 

Лейбниц. 

Мы рассмотрим простейший случай, исключив влияние электрич о» 

кого и магнитного поля на вещество. В этом случае оснозное уравне- 

ние термодинамики имеет вид , 
\ 

Яи = Та$ - ра (т) 
“д 

м 

{5) 

Обозначим через Ин: Те. работуу производимую ивд 
{ . 

системой при адиабатическом переходе из состояния 2 В состояниэ 

м › а через 47 =- ] Риг. и работу при изотермическом перехо- 

де из состояния /м * состояние & Тогда из (ТГ) следует: 

- 49 -



{5 
и --И; = 9 ы 

ба = ма + лк: е. 

{3г 
эткуда. полагая Я: 2. АН - 41“ з Имеем 

Нм = 

о (2) 
М = 7м (5 ва ] 4+ 9 ао“ у ‘4 

(75) п Аналогично, полагая 1 + 2? получии 

2 р = Тр (вк) + Аи, и 

Из (2} и (3) стедувт конечное уравнение термодинамики 
ых 

а . 04 
Як = (71+ } (5-5) + В (Ик) ` 

тдо 
абы НЯ + ий 

, ' у , 

Полонии, далее 9 за и" и 9, тогда и {2) и (5) получаена 

Эа == ит. 2%) | (5) 

Переходя к безрезмеряни переменным Хи у 

те ТЬ(2-и), о Зи) 

перепишем (5) в виде 

Зак = 75, | 54 д 
(9 

Итака 

ыы 
4 и т; 

ее 5 (= {= А] 

56 То/



. 2 (в 
\ 

‘ 

можно истолковать как декартовы координаты состояния & в двумер“ 

ном псевдоевклидовом пространстве; симметрическая метрика которого - 

задается равенством (6)5 Эт0 наводит на мысль придать геомотричес» 

кий смысл такие основному уравнению (4) | 

Если обозначить 

Ю; = 2“. —Т. 5 = и: + 

ме М; и ЕЁ; - внутренняя и свободная энергия состояния в 

то уравнению (8) можно придать вид 

Я: ы 7% 5; — Г { ЮР; - ©. Р., (7) 

где | 
Р; = Ре =1 

Теперь можно истолковать 7: ‹ 5: ы К; и Р.=41 как три 

существенные и одна Чзамороженная“ координаты состояния { в не 

котором четырехмерном симплектическом пространстве» антисимыетри» 

ческая метрика которого Я,;, задается равенством (7) 

Итак, мы показали, что каждой паре термодинамических состоя 

” ний ( , « ) экспериментальным путём можно сопоставить два, Праое 

стояния" „ одно, имеющее смысл работы по специально выбранным 

путям, симметрическое 5:, и одно антисимметрическое Як * 

Но как известно из двумерной геометрии нулевой кривизны квад“ 

раты нон расстояний между точками [,^, &, 27 обращают в нуль 

опр:". . `` ›с зЛи-Менгора при любом расположении (км 

Таким образом, для $5,„ имеем: 

- 5 - 

бр>



к, в, т = 

01111 

1 9 $ Зе 

1 5% 9 3% Эдна 

1 5 бе 9 5% 

1 $: Зы 9 0     
() 

Жаличие феноменологически инвариантного соотношения (8) выражает 

один из двух основных, экопериментально устанавливвемых фактов, 

кежацих в ооновании термодинамики 

Другое соозвошение связано 9 антиоиыматрической работой @;, 

Покажем. Что еолв 

Я. ° Ти 5 > Гр 5к + К - № 

Макет, и = 8 

  
3 самом деле, 

отт 

- 0 бы Че бы @, 
-1 -@ О Ч Ч Ям 

-{ -Ял -Яи 9 Ям Я 

-{ -Ды Ямы -9ы 9 Ям 

-{ -аз - Як - Че -@, 0 

о 

  
рассматривая произведение двух опредолителей, 

токдественно равных нулю, имеем 

рей 

Ти 5& Ки 11 

№ 5 №11 

1 Ты $ {1 

ты в: Я 

ре
к 

ый 
л
е
 

не
т 
т
ы
л
ы
 

5 
=
 

=.
 

      
«ое - 

$ = +5 -5 -© 

те ть п т 
|9 аж 

в К К в 

4 | 4  



й Я:„+1 Яж+1 Я: „+1 Ян +1 1111 1 1 

| | - Го @., ее Я. Ч, 1 -@ к +1 1 Яке +4 Як +1 Ди 

4 к О Я Явы (Чнл 

        
аа д +1 ф 9+1 „+1 | == - |=0 

м " к -@.о Че О Ч Че о) 

| Я. 1 #1 ^бм Г 1 и 1 -] -4., - Як в, О Ям 

|-Яы+{ -Ян*1 -@+1 -Я „+1 1 -1 -Ян -Якн -Я@вл Я, 9 1 

—-— =... 5 

Но так как всякий антисимметрический определитель нечезного поряд- 
ка тохдественно рАЗЯВ нулю, то легко видеть, что из (10) следует 

Ами 

(9) ` 
Итак, мы показали, что если принять в качестве исходного 00% 

новное уравнение термодинамики (1), то мохно получить как следоте- 
вие два феноменологически инвариантных соотношения (в) И (9) Ва» 
метим, что эти ‚соотношения. предотавляют собой конечную форму (по- 
видимому до сих пор незамеченную) основного уравнения ее рмодинами- 
киа ` | 

Оба соотношения (8} и (9) можно рассматривать как олытный 
факт, лежащий в основании термодинамики. 

Таким образом, основное содержание термодинамики` можно сформу“ 

лировечь следующим образом: множество термодинамических состояний 
Л& обладает двумя типами феноменологической симметрии - симметрие 
"т.м 4 ^ пимметрической, метрикой и симметрией ранга 5 с антие 
симметрической метрикой»' 

* 

- 53 - 
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89 ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА. 
„ 

Счастливый Ньютон, счастливое дез- 

ство науки! Природа для него была откры- 
той книгой, которую он читал без усилийй 
Концепции, которыми он пользовалоя для 
упорядочения данных опыта, кажутоя выте- 

: кающими спонтанно из самого опыта, из 
замечательных экспериментов, заботливо 
одисываемых им со множеством деталей и 
расставленных по порядку, подобно игрущ- 

КВМ. 

Альберт Эйнштейн. 

Рассмотрим множество различных материальных тел ©, А,. , с, 

Возъыбы два тела & и Х ‚ поместим между ними окатую пружи 

ну и измерии скорости №; и 5 $. которые приобретут оба тела 

после разлета Чтобы подчеркнуть то обстоятельство, что скорость 

& “то тела 9? зависит от тела Х ,‚ будем обозначать эту око- 
рость через 2, 

Если каждой паре тел ( и { сопоставить величину 

17. : 

ты 6 
то нетрудно показать» что для любых тел 0.4, ри имеет место 
следующее функциональное соотношение 

р Фы с 
(р о, Та д) = |, 1, |9 

<» 

г 

В самом деле, из закона сохранения импульса следует 

. „1 р м. (5 
г № 

В =



Но так как. 

то 

У 24; рле м0 (52) 

Еоли в соотношении (5.2) положить р=‹ ‚› РО будем иметь 

фи 7 и: Яги 

Замечая, что 

= 1. 
кА - 

7 

получим новое соотношение = 

Ро рны Фиш —1=0 (55) 
ИЛИ _ | 

° За и г = Я . (54) 

Соотношения (5.2) и (5.5) равносильны, так как нетрудно показать, 
как обратно из (545) следует (5.2) 4 | 

Если вместо 2 ввести новую величину 

(545) 
Ак = и = Ыб, ` 

то равенство (5.2) перепишется в виде | 

Ал . Анк + Ак = О . (556)



Умнохая обе части равенотва (5.6) на 

- (А + Анк —Лы ) (Дык Аше = Ань ) (Ави Али + Ань) 

запишем левую честь соотношения (5.6) в видо определителя Кейли» 

<`Мангора; 

на (Аг + Анк +Акг (А ги + Анк -Лие) (Ла .2 Анк +Акг) (-Аы + Анк + Ам) в 

й 1 1 1 
2 . 

Г 1 о А ги Ах -й ( 5.9) 

1 р О Ал 

1 и Дик О   
Язак, мы видим, что Л 

  
обращая в нуль определитель Койля- 

„Менгера четвертого порядка, играет роль "расстояния" между тела- 

м Ги Л , которые, в свою очередь; можно трактовать как точки 

векоторого одномерного пространствах 

$ 10 ЗАКОН ОМ, в 

Так Как в открытий тайн и исслодове- 
вии скрытых причин вещей от точных 

опытов и доказенных положений подуча- 

ются более прочные выводы, нежели 

от вероятных догадок и мнений рутин- 

ных философов, то для лучшего пони- 

мания неизвестной доселе славной суб- 

стэнции, мы поставиды сабе задачей 

вачать с обыкновенной каменной или 
желевной материя, а также с тел, ко- 

торые можно трогать руками и’зоспри- 
нимать чувствами, а затем уже ийти 

далее через очевидные опыты и впер- 

‘не проникнув в сокровенную глубь 

земли. 
Вильям Гильберт (1600г.)



Рассмотрим два множества: {@ - множество различных 
источников тока а, 6,... и 0$ - множество линейных проводников 

К, .... Цусвь 5, показания амперметра при подкаючении 
проводника & к источнику тока с. 

Задача состоит в том, чтобы , используя законы постоян- 

ных токов показать , что. между шестью, показаниями 7. относя- 

цимися к трем различным проводникам (д, и двум источни- 

кам тока ©’, существует функциональная Связь. 

(3, Зы, Чем, Чл, Эд, ел.) 20, (т) 

инвариантная относительно выбора 28. > { , к, Ё} 4 78, = 4%}; 

при этом левая часть этого Фавенства имеет вид определителя 

третьего порядка, элементы которого 4;, обратно иропорциональ-- 

НН ма ° 

, Обозначим через 2, 2м и Кр - ЭДС. ‚› вНутрениев соп- 

ротивление и сопротивление нагрузки источнике тока © ‚ея 

рез К { - сопротивление проводника : ( см.чере.Г) 

т Зы 

9 
Л в 7 72 

  

  

  

  
  

Ч ерх «[ 

пользуя закон Ома для замкнутой цепе 

&=9(=+2) (2) 

„= — =: .



й аб 
легно нолучми 

2 
  = (3) 

, Ч ет +(1 + у | 

ии 

Я ы г $ + 7. Кг, (4) 

м ‚. & / . 1 К -.^. 

Перенисывая равенство (4) для проводнике « и того же само- 

го источника 0 и вычитея его из (&) будем иметь: 

= 4 (&-®) (5) 
(у. ' . 

и аналогично 

1. 4. = Ил (& К) 

Разделив (5) на (6) получим 

Я: — Якм — ды. — Ям — Чех , (7) 

Я а — Якв И Чл == ея 

лье в 

Легко видеть ›, что соотношение (7) может быть переписано В 

виде : 
Я; 9:4 1 

Ус к, = , У <, в =} йа Яка 1 |=0 (8) 

Де Яев 1 

в - —



`Итак, феноменологически инрармантное соотношение (8) я» 

няется одинственным опытным фактом, лежащим в основании элен 

зродинамики постоянных токов» из которого следует , что каждый | 

неточник тока характеризуется двумя параметрами {бы м = ), 

& кеждый проводник (’° „“ одним Е: .. 
1 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА 

ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР. 

-- 

Знание принципов легко воз- 

мещает незнание некоторых фактов, 

Гельзвеций, 

Характерная черта всех физических законов состоит в том, чт 

различные физические объекты, принадлежащие к определенным клас-- 

сам, равноправны по отношению к рассматриваемому закону. Факт су- 

цествования особого вида отношений = "отношений равноправия" = 

= кацетоя нам имеющим существенное значение в качестве исходной 

физической идеи. — о 

Прежде всего» придадим интуитивной идее "равноправия“ стро-- 

гую математическую формулировку. В этой статье мы дадим лишь ча-. 

стную формулировку принципа феноменологической симметрии, не пре- 

тендуя на слишком большую общность (это будет сделано В следующих 

работах). . 

Рассмотрим два произвольных множества: множество 8 ' эле- 

менты которого будем обозначать через 4, 6., и тьд, и мнохест- 

во № с элементами, обозначаемыми через 0, а, ,... $ 

Мы будем говорить, что на мнохествах 4 и #5 задана физи-- 

ческая структура ранга ( 7, 7 ) (м ил - фиксированные, 

целые числа), если задана такая зещественная функция М; 46*{6 — К 

и такая регулярная гиперповерхность Г с уравнением (и) =0 

в арифметическом пространстве АЮ”” , что точка 
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Ч (ы, дубы › О, пез — (Иа, а кем чи, 

Ито 2 Ис“. , ‘.*+ 2 вы, 

` 

м ` ` й бы #4. 

Мы, мы: а, = Ю 

лехит на этой поверхности Г при любом выборе подмножеств 

о ы = [-,, 6. | © 0 

й, р ро, +. а, . > ен С. УС. . 

® 

_ 

_ При этом предполагается, что вещоственная функция Ф: Ю.Ю 

достаточное число раз дифференцируема и имеет градиент, отлмчный 

от пуля в точках, где Фф(и)=0 ‚ Кроме того предполагается, 

что функция ОФ ив может быть представлена в виде суперпозиции 

функций меньшего числа переменных в указанном ниже смысле. 

Если сроди элементов % И 5 выделить два элемента с 

и © и зафикоировать эсо остальные, то разенотво’ (и) = о 

запишется в виде. 

Аи Мн, Им, М Мн. лы; = 
Ф( {= ) И, атоме М-ДА М 40, ПАЯ ттт ( 29-1 =} Ч, ивы Аян) 

рассматривая Ми, (4...) ла И Иаы, Мом, ое) Инны 

как две группы параметров, мы требуем, чтобы они входили в < 

существенным образом. (Это значит [1], что нелюзя найти И-2. 

функций 1 не 

И (Ин, Ма, "= Чена), Е. 9. (Иса, “р Игн-1) 

И 1/1-2, 

ы ВТ =



1 т- функций В (Мы, бы, Мныи),..., В (и, ом, Мы-цы) 
таких, чтобы имело место хотя бы одно из двух тождеств: 

М (и..; а, Ма.) МЕт-и; а , у ня Мы) “1, (2, обычны) 

ли , $ я А-Я . = 9; (Мы; 4..9 М М ом и, а, Илии) М 

р , . ОЕ ва. №т-2. ее Я. (Ч; Ин, Ме», > Чун, ; 6' В, ”. ‚ 8 / И, г, .-.) Им н-,}) 

Требование существования для любых 0„СДеи дс 
соотношения 

6 [и (2. 22, > ``) 6, 95, , 9$, , ...› 0.) = 0 (т) 

т 

мы называем принципом феноменологической симметрии. Этот принцип , ` 

наиболее естественным образом вырахает факт равноправия всех эле-- 

ментов множеств 0% И 96 по отношению к физическому зако- 

ну, задаваемому соотношением (Т). 

Мы будем говорить также, что соотношение (Т) задает физичес- 

кий закоя ранга ( #7, '`), реализуемый на множествах 05 И 12, 

в феноменологически инвариантном виде, то есть в виде, инваринтном 

относительно выбора конечных подмнохеств Дни 90, . 
я, 

- Физическая интерпретация $5 , 95 и (( очень проста: 

Я и 86 представляют собой мномества физических объектов 
различной природы (например, мномества проводнывов и источников 
тока или множества тел и полей, сообщающих телам различние ускоре- 
ния), а (;„ - результат эксперимента, характеризующий отнонения, 
з которых находятся объекты (= 4 и беде (в наших приме- 

рах (Мы ‘саж показание амперметра при подключении проводника 
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к источнику тока © ‚ или (м е6ТЬ непосредственно измеряе-- 

, 
;} 

мое ускорение тела & . помещенного в поле х ). 

Мы покажем далее, что при /М= й=2 функции И: 8 ^ Ею 

и Ф: Ю*->Ю существуют и определяются с точностью до произзо-- 

льной функции одной переменной. Другими словами, треболание одно“ 

го только факта существования физического закона ранта (2,2) по" 

зволяет определить как допустимый набор экспериментельных данных 

М;„ (определенный с точностью до градуировки измерительного при“ 

бора), так и математическое выражение для самого’ физического 

закона. 

Итак, рассмотрим зЯесь наиболее простую физическую структуру 

ренга (2,2). Уже на этом простейшем примере можно понять, каковы 

общие методы, применяемые при нахождении конкретных выражений 

ЛЯ физических. законо» ‘ранга ( ли ).! Кроме того, полученный 

здесь. результат. Во нем возможность в следующих схатъях, посвя- 

щенных различным прилохениям общей теории физических | структур» 

прознализировать логический смысл, скрытый за традиционной форму“ 

лировкой "простейших" законов классической физики, хаких как вто- 

рой закон Ньютона, закон Ома и ТП» 

В соответствии с общей постановкой задачи, мы. ищем такие две 

вещественные функции М: *{8 > и 4: Ю%->2Ю + чтобы 

четыре значения функции М: Мга, Мн, Ма, Ми были связены мех- 

ду собой соотношением: 

Ч (ешь р» Чеки, Чи) -0 (2) 

при любом знборе СКе 44 и о’, в < 1% 

От функций ( ^^. Х., Я ‚№) мы лотребуем Лиль, чтобн 

она днла триждн непрерывно дифференцируемой, 5 чтобы уравнение 

= 65 =



(<, Х., ^}, ж.)=0 было разрешимо (в локальном смысле) относи- 

зельно любой из переменных, что вытекает из требозания 

уро ФО. Ня | 

Дня решения поставленной задачи воспользуемся описываемны 

ниие методом парвметризации. 

Прежде всего выделим два произвольных элемента ОЕ 49 и 

ре #8 которые назозён "эталонами” в соответствующих множеез“- 

‘их. Затем, разрешив (2) относительно С, и подотавив вме” 

к и В °. воотвезотвенно О и, получим: 
«А 

(8; - им = (г, Иры, Ио) = Ре, $), 

где = “ь } и $. =5 (>) - чисиовые параметрыу ет. 

зеоствующие элементам мпоместв 06 и о; 2) и 50, 

=» Произвольные монотояные функции. 

Илак, задача нахокдения функции М: 46х05 >Ю свелаот 

задаче нахохдения функции р: ЮК*-- № , такой, что 

с (рее), Ре рь 22), Рф) во. в) 

Подчеркнем, что равенство (4) является тохдеством относитель я“ 

#2’ 
переменных и, Й ‚ обозначающих, соответственно, „2. Е 

* 
\ 

г м2 И. р 
4 

Дифференцируя тоидество (А) 10 С, ий, И ‚ Мы НО: 

систему четирех одкородних уравнений
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(9) т Чи , ( 0 # 
ЦИИ 

-| (252 2% 11%) т 

эуд 

в С ; 4 хе, 
ое (Ра;  ‘рате = (Ри 

@р об (46% о 

о СПА о (#94 

@и и о 0 
ооо (би (Ё9й 

($) ‘9= 

    ° Воодь ‘ОК 

= ИМОХОООн ‘виномой виАн 0 очньиихо виоми виозоио вуе НОО 
в и Г и ‚ хе 

хннхоочеион ходнхов ончизхиобнго 26, 

и “уе 2 
= де 6 + 9 - 

6, ‘же, . | 6, 76, 
@ = Иде ` зе. + - (Эд ` 42 

йе Е де Ее, 
^ 0/76 `26 * Че РР 

ее 77 7%, 
| ° (2 ое е. * (: т фе,



Где 
М(х, 7). 

ИЛ(х, = == Е) 

инество (6), как мы сейчас покажем, равносильно 

| илек}) = 9) 84), ее 

где (2) и В) - . произвольные вещественные функции одного 

переменного» 

В самом деле, из (6) имеем 

ив) = МИ г р (8) 
{ 

47 

Пожетая в (8) Иа у=ё ‚те а и # = фиксирован- 

ине числа, понучим: 

) о Е @ 24 , = 8 

их, т ) Я ик, 8) 7) = 4) ВФ) 

Из определения. —. 5 Е 

Ш (м, ) = ——— 

2 р, Й. 
7; % 

следует, что р, $) удовлетворяет следующему уравнению в 

частных произзодных® 

РС р — РОЙ = (9). 

75 т 
° когда 0) или В(#) обра- 

Оставляя В стороне случай, 

ве решение уравнения (9) име- 

щаюеся в нуль, легко видеть, что общ 

= 66.=



от ВИД$ 

$) = ХК (ео. 9(;), 

где х (&) - произвольная функция одной переменнойу 

} 

©) = гор лбу, с 94) = вар 25. 

Так как А®) я 4(;) - произвольны» чо 

ии = Ре = [(@. 9), › 99 

где д, К(х), 9(;)- произвольные функции. 

Чтобы найти теперь вид функции ОР (2, х, у, ‚) перепииеи 

‚. (ТО) в виде: 

(и) = в). 9), 
. -{' . } 

где Хх — функция, образная Х ь 

следовательно. можно положить, например» 

Хи.) Хы 
4, “в, Мы, и, = - “зу . 

4 7 | иь ия 

Итак“ мы показаня: ` чо > функции м: #8 * У —Ю н: ©7-+ Ю 

реализующие физическую структуру ранга (2,2) опредежены с точно 

стью до произвольной функции одной переменной К й имею зи? 

и. = { (2 6-), _ а)



до =; и С. - произ вольные параметры, сопоставляемые элемен“ 

там множеств 6 и 46 , 

(а, Х., 7, Жи) = Хед -х “(ж) ©). 12) 

(Земечим, что общее выражение для < получается из этого с по-- 

мощью произвольного преобразования \(4) , где $2) = 2 № 

Обозначая 

(че) = @ы 
перенимем окончательный результат в виде: 

“м = 2 о 

В общем случае #7 =и >22 можно высказать предположение, 

что функция М: {2:18 + также определена с точностью до одной 

произвольной функции Х: Ю + Ю и имеет вид: 

Сы) = аи = ВМО) о Ч), 6) = Е”), 

га 

где 2/”(&), 5. (&) (р=1,2,.. ‚и-)-- произвольные параметры, сопеста-_ 

вляемые элементам множеств 406 и 46 ,‚, тогда как ©: те 

с точностью до произвольного преобразования у (+) ‚ имеет вид 

| 9. Ч... @у 

Ч (ам, ЯВ) у Че) = Яка Ч кв 1 Яку — И. ° 

Ч Я ев : .. Се 

=. ВВ: =



Легко убедиться непосредственной подстановкой, что приведен- 

ные функции М. и % действительно удовлетворяюе принципу 

феноменологической симметрии, однако единственность этого рено“ 

ния пока не доказана, 

Особый интерес представляет случай вырождения, вознчкающий 

при совнадении множеств 6 и 18 

Еоли потребовать дополнительно, чтобы Я@;; = Як я... = @ и 

и = @ ”” то принципу феноменологической симметрии в этом 

случае тЫ следующие функции 6 и Я 

    

у а @;, Че +. Ч: 

я Я : а Я 8 НЕ 2 

Фи, Чье, ...) Ятр; а) = к и &Р (13) 

Яв: Я вк а... Я ер =0 

@р: Я рл Я ре ... Я 

а, = Е”) Е (к) (14) 

где | 2 (К) и Фу 2*(к) (дн "1,@,..., ий-1} 

8 О = произвольнаяя постоянная, симметричная (И) (и-4)- 

. матрица | 

Легко показать, что соотношение (13) при д се Ян 

задает геометрию постоянной кривизны 

Таким образом, описанный выше формализм содержит в себе ие 

‹оторый принцит$ который может быть использован ддя новой очки 

‚рения на геометрию постоянной кривизны. | 

чела алии ое ен ——.-



ДИТЕРАТУРА, 

т, №1.Эизенхарт. "Непрерывные группы преобразований“, ИХ, 

ТА 
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0 НАИБОЛЕЕ ОБЩЕЙ ФОРМУЛИРОВКЕ 
ПРИНЦИПА ОБОБЩЕННОЙ `ИНВАРИАНТНОСТИ, 

Основой всей научной работы служит 

убеждение , что мир представляет собой 

‘упорядоченную и’ познаваемую сущность» 

Это убеждение зиждется на религиозном 

чувстве. Моё религиозное чувство = вто 

почтительное восхищение тем порядком, 

который царит в небольшой части реально“ 

сти, доступной нашему слабому разуму»! 

Альберт Эйнитейнь 

В нашей предыдущей р, боте [) была оделана попытка сформули» 

ровать в виде одного общего принципа те специфические отнонения, 

в которых находится большинство физических объектов» Этот прииции, 

названный нами принципом обобщенной инвариантности, был сформули- 

рован в [1] для частного случая, когда иножество 1 на котором 

определена экспериментально измеряемая числозая функция 

и: К +, представляло собой прямое произведение Х = м 46 

двух множеств Ж® м #& › связанных © физическими объектами ран= 

личной природы Расоматриваемый случай является одним из проотей» 

ших вариантов логической схемы, предназначенной дли натематической 

формулировки основной идеи теории физических‘ структур — идеи "рав 

ноправия" На нём проще всего увидеть и понять характерные особен» 

ности издагаемого матенатического формализма. Однако, дия того, 

чтобы онисать с единой точки зрения вое ВОЗМОЖНЫЕ физические тео- 

рии феномонологического гида, необходимо рассмотреть исходный 

принцип обобщенной инвариантности в эго наиболее общем виде» 

В настоящей отатье дабтоя наиболее общая формулировка исход“ 

ного принципа, частным случаем которого является принции обобщен 

« 
А амр ина ,



ной инвариантности, описанный в работе [1]. 

Пусть 0 9 РИ 9... 9 № - К различных, вообще говоря, 

бесконечных множеств, каждое из которых связано с определенным, 

классом физических объектово! 

Зададим А+4 кортежей длины А над множеством целых поло- 

кительных чисел® : 

9 = <, 9, 7) (т) 

Вал .0), -а. нь 
где * 

м2 р, 29, ..., 6 >2. 

Мы будем называть кортежи д) и Ю; ‚› соответственно, крат 

ностью и рангом элементарной физической структуры © орз 

строгое определение которой как раз и является главной задачей 

настоящей статьиг 

`Обозначим через Х множество всех кортежей 

Хх 54, (в: бр) 4, 2,..., ,;...; 21, т.,...,2/,), 

которые можно построить выбирая р произвольных элементов 

(1 у--:-обр 8 348 , 9; элементов а, Я. ,....з ив 06, .. 

# элементов 9,2,..., из |, . | 

Выбе рем из множеств 28, %,..., Д; подмножества 

ры мы, [5 Ё 

  

1 Символ = означает "равно по определению" или “обозначим 

через". 

= 95 =



р 

и обозначим кортеж, построенный на выбранной совокуйности элемен-- 

тов через . , 

а, {44,4а,... бо В бро рвы ии.) е Л; (4) 

где ® 

А. = ... Ж В 15 Я. м у х. «К». (5) 

Я, -, 

Из элементов, входящих в @, построям кортеж длины р+9*. 92: 
— 

- 3 

%(4) 55 (‘5 дю 5) С, 2; че р ну» (6) 

где 

ое. › „РС Фо, м, ..., Чи}, 

+ 

и... ‚91 с 1, %, 34}. 

Конечное множество воех кортежей 2,(9;), 2, (@,),..., Я (о, 

которне можно построить выбирая из подмножеств { Я ры бы, р 

Гос, о, ее 1%, ,. У и кортехи {2 ,. 5» 

(а, я 9»), а «И, —. У, обозначим через 

Ха; = эм (а,), Х(@;},..:, м, (а 7. . (2) 

Легко ыы что число кортежей {6), содержащихся в (# }, 

равно ДА = 1; / , и! 0! ив 

| (ИРИ А-Я (6-2 
ко ИА 

 



| .{ 
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Допустим телерь, что существует отображение /( › позволяю“ 

мее сопоставить каждому Же Х коргех длины 5 над мновеством 

‚ действительных чисел» Со 

= 
(3) 

И(х, м) 21 < М (^, м), (2, м), -.- 65 (5, “)>. .. 

(фактически таким отображением / являются 5 различ“ 

ных физических экспериментов, сопоставляющих Р+3 +...+2 физичес- 

ким объектам 5 действительных чисел 44, .,..., 6%). 

Число 5 мы назовём порядком физической структуры 

6 изр;,5 х Обозначим множество кортежей (9), соответствующих все! 

хЕХ › 883 ((Х, м) ‚а множество кортежей (9), соответст 

зующих во6м № (а;) = Ха, ® через ((Хары) #1 

Определение 1» Мы будем говорить, Что на к различных мно- 

хествах 42, №,..,К задана элвментарная физическая структура 

© рр кратности 47 › ранга р, и порядка $ › если су- 

‘ществует такая аналитическая Функция 4 (Фи»---› 5 м)" $5) 

действительных переменных, не равная тождественно нулю и не пред- 

1 

ставимая в виде супернозиции аналитических функций меньшего числа‘ 

переменных ® и такое множество кортежей (м) не равных т%к- 

> 

`® Смысл, который в данном определении вкладывается в понятие 

функции, не представимой в виде суперпозиции аналитических 

функций меньшего числа переменных, требует некоторых дополни-- 

тельных разъяснений, которые будут даны при рассмотрении кон-- 

кретных физических структуре



| дественно постоянной, что имеет место следующее утверкдение? 

: Уа; Е А; | ф [И (Хам) =6. же 

Уравнение (10) мы будем называть фундаментальным уравнением 

элемента: ной физической структуры О», Рл»$ 1 

Опр’деление 2. Мы будем говорифь, что на А  множоствах 

16, | [ь задана физическая структура 

РЕ 27 бы, 4,9 ^ бе р, Л '.” Л бери, 

равная конъюктивному произведению" элементарных структур 

6. рьз * боЯН для одургО и ТОГО жЮ множества кортежей (7(Х, м) 

существует й таких аналитических функций Фр = ны #), 4760 

имеет место следующая система утверждений: 

Удел Ф.М] (4-й), С 

Иными словами, система (12) задет й различных физических 

законов феяоменологического типа, реализуеных с помощью измаритв“ 

льной операции М на множествах 48, 48, ..., Г; з пря этом каждый 

из законов определяется своей элементарной структурой >,» в,,5 

и имеет вид инверианяный относительно выбора а, еА;й = 

Допуская ивкоторую вольность речи, назовём областью определе- 

ния физической структуры бе ель $ мНОхество * 

= `у х х , [ (13) 
Я и ве за =... х | Е 

° 

Вольность состоия в тон, что Чаргументый да; е Ха, не являются 

таковыми в полнбы смысле олова, в представляют собой Функиия от 

й ® Е . 
истинкых" аргументов (47, №» де $ 

а роту фито о вовавиЯ 

9 Е ; ' | 

Знак конъюнкции Л соответствует логическому союзу “ий. 

= 15 =



Итак, формулируя наиболее фундаментальное и общее свойство 

физических объектов = их равноправие относительно того или иного 

физического закона, на языке инвариантных ‘отношений между аб- 

страктными множествами, мы приходим к следующей математической 

задаче : . 

При ваданных 9, Ра,... › РА; $ найти такое множество кортежей 

Е Х, и) и $ таких аналитических функций еб’ ль › 2546.) 

0% 5м; перзменных, чгобы компоненты всех кортежей, входящих в 

(Ха, м) с | СХ ‚м) ‚ обращали бы все й функций \ 

в нуль при любом выборе Я. 
ТО арь )] (1 =4,2,..й) В ВУлЬ пр в 

Факт аи целого класса // таких эксперименталь- 

ных операдий нем , Которые реализуют на соответствующих физи- 

ческих объектах физическую структуру конечной кратности и конеч- 

ного ранга и порлдка, мы называем принципом обобщенной инвариант-- 

НОВ 

ЛИТЕРАТУРА, ° _ 5 

Га Ю.И.Кулаков, "Математическая формулировка теории физических 

структур", сме. стр, 59 настоящего сборника»: 

- 16 =



0 ФИЗИЧЕСКИХ ЗАКОНАХ, ЛЕЖАЩИХ В 

ОСНОВАНИИ МЕХАНИКИ. 
  

По моему мнению, прежде всего нуж“ 

но указать на то, что как овз явеление в 

механику очень трудно излагать вдумчивым 

слупателям, не ощущая при этом необходи» 

мости то тут. то там ‘поиносить атим слу“ 

‘изтолям, не 608 некоторого смущевия, 

извинения и на испытывая желания по“ 

быстрей перейти от ввадевия к приме” 

рам, которые говорят вами зв себя. 
Гоярих Герц. 

=} 

5 1. Постановка задачи. 
° 

Принято считать, Что второй закон Ньютона является парняченыы 

| физическим законом, единотвенным доказательством которого явлиечов 

Пит, 

В настоящей статъе мы получии этот закон как далеко че тривид> 

льное следо7вие ив некоторого весьма обиего приннипа феноманологиче 

нов симметрии, оцисанного в раооте [1]. 5 

В применении к рассматриваемой задоча этот ПрИВЦиИ ООИТОИТ 

следуем: 

Рассмотрим два мномества; Я = МНОМООТАО ТОХ й Же: е... 

м А =“ ИНОЖООТВО вицелертеров ©, В,.., х,... № некоторую изо: 

ритольную опорлиию я ‚ соноставяяюмую кзжлому талу ГЕ в 

Б’ име 
г <“ й 

кажлому акцелервтору (хе Ух  лействилельной число Я, * Мы м 
С „> 

у 
у ТЫ . к 

3 В этой статье пол ичаелераторами (от ЛАТ» пис бееыр < УК. 

нио) мы будем поцимать воввозмомные мехлнизиы я поля, АА 

зелли различие упепрация, 

Г у и) =



- № 

бу’лом считать, что отношения мекду мнохеством тел 46. и мно-- 

жеством акцелераторов 6 облеацают феноменологической симмет- 

рис1 и описываются физической структурой ранга (2.2). Это зна- 

чит, что четыре числа Ям ; Я: ‚ 2. , аня ‚ относящие-- 

ся к любым” двум ( /М=2 ) телам Ё и ХК и к любым двум 

( Л>2 ) акцелераторам © И В оказываются ‘функционально 

овизанными между собой, т.в. 

Ул хе, Уива 4, (ах, а, ах, 2.) =@ (1) 

ВО 4 (х, 4, “, 27) — некоторая дифферениируемая функция от че. 

чнрёх аргументов, 

\у . квантор общности; высказывание Угь= 406 и) означает: 

‘для любого & взятого из множества 4 высказывание 2%) 

ИСТИННО, 

Равенство (1) является, по сути дела, символической записью 

бесконечной системы функциональных уравнений относительно одной 

неизвестной функции от четырех переменных ф (<, 4, и, 2) и од- 

ой неизвестной бесконечной матрицы ЛА= таг | о представляю- 

щей собой одну числовую функцию от двух нечисловных аргументов & 

их. | | 
Таким образом, задача состоит в Том, чтобы найти такую беско- 

ночную матрицу /=[@н| и такую функцию Фр (х, у, м, 7} „, что 
для любой двухмерной квадратной подматрицы, построенной на нересе-- 

чении двух произвольных стрк сих и двух произвольных 

столбцов © и в ‚ Все её элементы, подставленные в 9 об- 

рощали бы (аа, Яд, Ям, Я кв} в нуль, 0" функции 

«Ф(х, .й М, 1) мы требуем лишь чтобы она была дифференцируемой;. 

и чтобы уравнение Ре, С, #) = О было бы разрешимо относи- 

то льно любой переменной, 

, 
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$ г. Получение второго, закона Ньютона в. 
феноменологически инвариантном виде, 

Как показано во второй статье сборника [1] метод ремения` 

системы функциональных уравнения (1) состоит в следующем: 

Прежде всего, из всех элементов мнохеств № и # вые- 

лим по одному элементу О 6 си Ей ‚ которые назозёы 

"эталонами" в соответствующих множествах, Затем, резрешая урав 

! 

нение 

фо, Я, Яка, Яка} =0 

относительно @;„ и подставляя вместо А и В соответсл- 

венно О и О ,„ пслучаем: 

Я = #(&.ь, Соч, @оь = (=: 7), (2) 

где Т= а, и 5 = Чи - числовые параметры, характе рим 

зующие, соответственно, элементы множеств 448 и & . 

_ Таким образом, задача нахо. пения матрицы 214.1] 

или, что одно и то же, одной числовой функции Я; от дам не- 

числовых аргументов & и с и одной функции от четырех пе 

ременных 4х, и“, *) ‚ свелась к нахождению 42 (я, 4, м, и) 

и одной числовой функции ра. т) от двух числовых переменных 

м $ ‚ таких, что а 

Цодчеркием, что равенство (*) является тождеством относите- 

льно переменных 5%, 9, #,7 ‚ обозначеющих, соответственно, 
з { . 

2, к, =, 74. 

Диференцируя тожжество (5) по @, я : $7 мн получим систе- 

г 

му четирех однородных уралноний отвосительно четырех неизвестных 

тс 7 9 ..л



“ 08 > 

+5} 

че > я = (1) т 

мовьдкои ® *7= й и = р (9) % Ветеной. 

(а 
(9) С! рт == (2 ‘И, 

ии 1% т ончизаиоснао (©) ивиеЧеед 

  

  

ЭИ: 

го т о 

(5). [070 (43| |9 1 М 6 
о= — = ви 

а Сет оо (')м- м 

о о Пт- да 
ВИЙ     

(108 = (1) а ‘(: 7-7 = (57 

Их 

(9 2 (420 @ 

| о о @ (1%) 
(и) ии (Ри о О 

: & о Ими ( 2 5)     воозь осях 

-охосэн ‘ниномоЯ никн 50 очньикхо вхэми вмолоио в56 ПоОль 

‘ с ве ( хе п 

8 ‘в ‘Е ‘9



где Л(х) и 8($#) - произвольные функции от одной переменной. 
1 

Итак, задача сводится к решению следующего уравнения в ча- 

стных производных: 

Е - взр вр 2 0 
Легко видеть, что общее решение уравнения (7) имеет вид: 

Рё) = Д[Е6-50Л, 
@ „» произвольная функция от одной переменной, 8 

К(&) =зежр ] Аха х 

° 5({) = еяр т 87). 
Но тек кек /() и 8({) произвольны, то в итоге имеом: 

ам = реж, 1) = К [Е би)- 3454], 68) 
где Х@), К@&) и 5(<) - произвольные унхцив, 

Чтобы. найти вид функции фах, и, 2) ‚. перепишем (8) в 

Г) = К (%:)5 (34). 

откуда легко получаем, что 

ВИД. 

| 4) 
24, › Чи, Мид] = = ы =0 (9) ф( Я, Ча, Яка, и) Х (а) Хх (би) 

Итак, мы показали, что если мнохоство тол 2 и множество 

вкцелераторов У находяхся в ‘отношениях, обладающих фономено- 

логической симметрией, и описываются физической структурой ранга 

(2.2), то результаты экопернмента м . радниЗумието этЙ сфрук> 

=



зуру, должны быть связаны между собой соотношением 

4. (аа) (а) | 
=), (10) 

(р (м) фе (95) 

инваривнтным относительно выбора подмножеств (98, = {к} <: 48 
и 18, = 19, с: 98 ‚› где $. (=) - функция от одной перемен-- 

ной. вид которой зависит от выбора измерительной операции м 9 

Среди различных измерительных процедур 4 ‚ реализующих на мно- 

жестве 6х 8 физическую структуру ранга (2.2) всегда найхезся 

такая избранная процедура 0 о Для кохорой = и фунда- 

ментальное соотношение (10) принимает канонический вид: 

‚Уре би | ке ов = =0. о Ук ‚› Тв а. ан (тт) 

ЯСНО, что никакая математическая теория не в состоянии опи-- 

сать эту измерительную операцию Я и именно здесь должна проя- 

ВИТЬСсЯ ИНТуйция физика, открывающего тот или иной физический за-- 

кон. Так только благодаря физической интуиции Галилея и Ньютона 

мы сможем теперь сформулировать основной физический закон, лека-- 

щий в основании механики 
„” 

операцией @ , реализующей на множестве тел и множестве 

$ 

акцелераторов физическую структуру ранга (2.2) является операция 

по измерению И -Й компоненты абсолютного 4-ускорения 2 

наи” И=01, 2,3) м. м / (6) 2 (#011, 3) 

ом маСииЯ АЗИЯ 

2 Определение и подробное обсухдение понятия абсолютного 4 = ус-= 
корения будст дано нихе в 65, 

в 

  

’- ва =



приобретаемого телом 2 при действии на него акцелератора © - 

Итак, второй закон Ньютона в ого окончательной феноменоло- ' 

гически инвариантной формулировке залисывается в виде: 

УькЕ №, Ухвейв ВЫ -о “2 

И=0,1,2,3 . | И 

$ 3. Мультипликативная форма записи 
второго закона Ньютона. 

$ 
Переписывая соотношение (12). в виде 

я 1 я я 
1. и — 4. = 

Чл И в с (13) 

замечаем, что отношение М -ых компонент абболктных 4-ускорений, 

связанных с одним и тем же телом & и двумя различными окцеле- 

раторами С и В зависит лишь от а, В и М ино зависит 

от выборе с ‚т.е. | 

И >" ас И, ОИ вы 
С другой стороны соотношению (12) можно придать новый вид, 

подобный (13): 

  

п а р ... 5 =... {5 

из которого следует, что отношение /7 = ых компонент абоонютных 

4-“ускоревий, связанных с одним и хем же акцелератором © и дву- 

мя различными телеми { м К ›, предотевляех собой новый фено- 
вне коли во ни а чу



менологический инзаривнт, зависящий от 2, А и, вообще говоря, 

0% /7 и не зависящий от выбора © „т.е. 

я 

Ра = ф;; = ми (ак, и). (16) 
И 

Итак, Из соотношения (12) следует факт существования двух 

феноменологических инвариантов а И 7 ‚› характеризую- 

щих, соответственно, акцелераторы и теле. 

Подставляя в (14) и (16) вместо р эталонный акцелератор 

О и вместо К этадонное тело О ,„ получим: 

иг” =, бах = ИФ, С. (17) 
ё 

Всё сказанное здесь до сих пор указывало на определенное 

равноправие между множеством тел 446% и множеством акцелёрато-- 

ров 96. › Однако начиная с этого момента это равноправие неиз> 

бехно должно нарушиться. Так. если мы хотим, чтобы с одной с*о- 

роны кеждый из феноменологических инвариантов е == фи И 

С, = С при переходе к новой системе координат преобразо- 

вызвался по определенным простым законам, а с другой стороны, их 

произведение преобразовывалось бы как 4 - вектор, то мы дояхны 

принять следующую альтернативу: , . 

либо 4; - скаляр, а и," С - 1 = вектор, либо, нао-_ 

борот , ф”- 4 - вектор, а С. - скаляр. ‚о 

Как показывает опыт, в нашем Мире реализуется первая возмож- 

ность и вместо одного очевидно равенства. 

ии (об) УР) = виаг( (я) , 

где ии <= метрический тензор, -- -- 

имеем два: | 
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ФЕ" = ф. = (ил (2) 

И 

о ди (Е) (р в.) = 9) 

Обозначая 

п к»: и 

о, 6" 
где 

, 
Ч, = (бы би" т) 

перепишем равенство (17) в виде 

2 я И = И, Я $. (и=01,2,3). (18) 

Итак, мы видим, что /7 --я компонента абсолютного 4-ускоре- 

ния тела ( при действии на него акцелератора © равна произ- 

ведению двух фенбменологических инвариантов, один из которых за- 

висит лишь от тела 2 , а другой - только от акцелератора ©. 
4. 

Поскольку способ нахождения инвариантов % и р. ука- 

зан: з 

ис - 6 
{ г" 

| й , | 
й А я 

= А = —.- 2 

}- о и. Ир @ 

  

(20) 

  

то равенство (18), представляющее собой мультипликативную форму 

заниси второго закона Ньютона, имеет смысл физического закона, 

и так ие каки (12), может быть подвергнуто опытной проверке. 

Но заметим при этом, что в качестве характеристик тела & 

и экцелератора о мохно было бы взять любые функции И (ви 
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и“ д”) (любая функция от инварианта есть инвариант) и поэт 

му, основываясь на одних и тех же опытных данных. и” закону 

(18) мохно придавать различную форму в зависимости от того, ка- 

° кие величины Иг = И(Ф)и Фа"= 9” [ ($) примем мы в качестве ха- 
/ : 

рактеристик тела { и акцелератора © . 

\ 

$4. Что таков масса и сила? Традиционная 
формулировка второго закона Ньютона. 

Итак, при формулировке второго закона Ньютона в виде (18) 

вотаёт вопрос о том, какие величины И; =(%.) и "=" (7) 

следует считать наиболее подходящими характеристиками тела 6 

и вкцелератора © о Вопрос этот тесно связан с нахождением Ме 

и 4%” ‚ обладающих аддитивными свойствами, и непосредственно 

приводит к понятиям масоны и силы, 

_ Рассмотрим некоторую экопериментальную процедуру Ти ›.со- 

поставляющую по определенному правилу каждой паре тел (и 

некоторое новое тело (Тик. Эту процедуру мы буцем называть 

композицией тел & и Х . Заключается она в следующем: Берем 

две чела | и К и общему правилу находим % и 9%. 

Затем задаем произвольную функцию М(ф) и среди элементов ‘мно- 

жества # ищем такое тело Тик ‚ для которого И( т, к) 

эддитизно выражается через И(;) и И (4+2) 

И(Фк».) = И) + и(Ф) (21) 

Мы бупем тозорить при этом, что тело (Ту есть результат 

композиции тел ГиКк ю правилу 7. . определяемому функ- 

цией. 
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Таким обрезом, факт существования аддитивных инвариантов 

и (9; залохен в самом определении операции композиции Та и, 

вообще говоря, не выракает собой никакого физического закона. 

Однако, среди множества различных операций композиции 060606 

место занимает одна операция Т, ›„ определяемая функцией | 

И(*) = д и допускающая простую и наглядную интерпрежацию * ° 

Оказывается, что при таком определении операции композиции т) в 

зело Ск ,‚ представляющее собой результат композиции тел с 

и К , может быть получено из чел С и &  цутбм их механи» 

ческого соединения, т.е. (ДА =Е+К , В связи с чем, что 

тело 2+ может быть определено независимым образом, связь 

За м мы + | (22) 
к $: 7% . у 

между феноменологическими инвариантами . 9 ф, И А . В 

отличие от равенства (21) представляющего собой определение ке-- 

ла СТЬК $‹ является физическим законом, долускающим эксперимен- 

тальную проверку. | 

Итак, величина, обратная 9. обладает свойством аддитивно- 

сти относительно единственной естественной операции композиции = 

- механического соединения тел и называется массой тела 2 

3 К сохалению, мы не можем получить &а 2>22>6 из каких-либо об- 
щих соображений вид функции Ик) = №, приводящей к операции ком- 
позиции 7, , допускающей естественную интерпретацию. Любопытно 
отметить, что рассматривая с точки зрения теории физических 
структур отношения, существующие мехду множеством проводников 
№ и мнохеством источников тока {6 , можно совершенно анало- 

гичным образом ввести операцию композиции двух проводников 4“ 
и К $, Однако, в отличие от композиции тел, при композиции про- 
водников существует две операции, определяемые функциями 
И эжи Ш.) = © ‚ допускающие простую интерпретацию в виде 
последовательного и параллельного соединения проводников. 90 
связано с тем, что проводник является двухполюсником, в $0 вре- 
мя как тело, с этой`‘точки зрения, представляет собой монополь. 
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и. а Мы. | 
м М. № У 

/ Что хе касается композиции экнелераторов © и В ‚ о 

кВ показызает ‘опыт, операция композиции „|. определяемая функ- 

Нией У)=х допускает естественную интерпретацию. Оказывается, 

фо акцелератор © 1. В может быть получен путём одновременного 

включения акцелераторов © и В „т.е, 1.8 = +В . В связи 

3 этим мы. должны рассматривать соотношение 

и р” + (и=60,1,2,3) (24) 

как некоторый независимый физический закон, допускающий экспери- 

ментальную проверку. 
я 

Таким образом, величина у. обладает свойством аддитив- 

ности относительно единственной естественной операции композиции - 

= одновременного включения экцелераторов и называется М -0й ком- 

понентой 4-силы акцелератора © : 

. с дря — . ы ыы = И . И201, 2,3 (25) 

` а (77° 

о Яра (д 9"9/) 
и ‚и 9.“ 

Подставляя ‚= — и й = 7 е | од яя ий а. 7 я: в равенство (18), 

` получим 

я т, 9” и = Ию 27.2. (#-842,3). 
Я # (26) 

Если массу /И, эталонного тела @ положить равной еди- 

нице, а в качестве эталонного акцелератора @ (Я, »1) принят» 

зкцелератор,сообщающий эталонному телу О абсолютное ускорение 
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4 ={ +, 10 на основании (26) получаем окончательное выраке- 

ние зторого закона Ньютона в традиционной формулировке 

и / щий а ий. 27 
С (== (4) тм $ (м 2.1,2,3). ( 

Полученная система уравнений (27) описывает наиболее общий | 

случай движения реляфивистской частицы в произвольном гравитацион» 

‚но-инерционном“ поле при наличии сих Я ^ негравитационной (на- 

пример, элентромагнигной) природы» 

Резюмируя сказанное, отметим, что. традиционная форма системи 

уравнений Ньютона‘ (27) с одной староны выражает фундаментальный 

физический закон, состоящий в существовании связи мекду абсолют -- 

вЫМИ 4--усноревиями (12), а с другой стороны содерхи» В себе два, 

вообще говоря, произвольных определения. Приняеые определения мас- 

сы и силы удобны, фак как в наиболее простой аддизивной форые 

отранают факт существования двух дополнительных соозношений (22) 

и (24), имеющих смысл физических законов, связанных С композицией 

тел и акцелераторов. 

_5. Абсолютное 4 = ускорение. _ 

Аосолюз ное 4-ускорение (аи " ‚ фигурирующее в системе урав“ 

вений (27), есъь абсолютная производная от конераварианеной 4.--ско 

Ра 
роети М"= 4х" по абсолюеному времени 2 ,„ днфференциая ко> 

пануртнаачая ка ОСТА Би сем «лы алое 

} 2 
' Мы будем называть метрический тензор м потенциалом грави- 

зационно--инерционного поля, если а кривизны 
` { Г 

р‘ = ЭГ. _ 2 ил Ге —. а ГР 
1 р г р ` кы 

офличен о" нудя, Вели хе ири бро 9 1 и Чыу0 Юл ми 20 
то в этом случае тензор бк мы будем назызать потенциалом 

ИНерНИОнННО Го НОЯ, | 

= В9 &



торого равен (с точностью до множителя 2 ) интервалу 5 : 

аи)" = ЗИ” Г” и"ие >в 
Ге. 98) 
  

(7 = 45 = г у бы “их ‹, 

ры — четырехмерный символ Кристоффеля второго рода: 

Ги, = 2” ( 29а + 29 - З4), 
9 в: 2.“ 

(Здесъив дальнейшем латинские индексы пробегают значения 0.1.2.37 

а греческие - лишь 1.2.5). 

Чтобы убедиться в том, Что система уравнений (27) действите- 

льно содержит в себе как частные случаи все известные варианты 

уравнений движения материальной точки, перепишем абсолютное 4-уб- 

корение (4) в трехмерном виде. Переход к трехмерным обозначе-> 

ниям лишает систему (27) еб классической простоты, однако мы вн- 

нужлены пойти на это, если хотим иметь дело с наглядными. непос-“ 

редетвенно измеряемыми на опыте, величинами. 

Прежде всего введем, так называемое, естественное время Ё 

В интервале 5*= 94 их‘ех“ всегда можно отделить вре-- 

менную часть от пространственной, записав его в виде: 

\ 

#5" = 4 ди‘ же + 2 де етих“ + аа о м” = 

/ # @ 

х } 2- а У ний _. 

== = (ео р, фе Ч=“)”.. ( аи . а) "ими. 

= ве" Е’ 

= 90 =



тв Я ди“ и» _ 

“ета ( (ды чи - ” — 27 

и#“ = Я. Ихчах 

Яд = трехмерный метрический тензор 

а - 5 и 
Тавим образом, естественное время с 

ным с восолюеным временем 2 
2 

и Е = т: следующими ‘соотношениями: 

оказывается связан» 

и с мировыми временами @,= >. 

22° = *- 1, 9, 

в ] # = 6. 

2% = 79» ме -+ ат деки - И 

| ть .) ‘. 

Вообще, в дальнем при формулировке уравнений двихения в 

трехмерном виде. нам аси 6 придется иметь дело не с четырехиерныи | 

метрическим тензором 7 ‚ ас трехмерным скаляром # = = 9» ь 

трехмерным вектором = — Зы и трехмерными нметрическими 

тензорами Ча И 25 й ее между собой равенствами 

2" вии = 98. 
Соотношения, связывающие 9» и 9“ с # ) 9 р Я Ча 

и 9% имеют вид: 

9» =, д” = р-94” „и, 

д ==, Еф“ =-а" ры, 

0 = Ч +94; 9% 

- %- 

} 
й } ® 2%



иг. 4 
АЯ 

м; ИМ = Як и“ через естественные скорости 19/“» 45, Я 

1 Выразим теперь коятра- и ковариантные скорости 

Замечая, что 

де -[1- ариев = 1-й 
  

где 
и" = Ча "А 

будем иметь? 

и“ = И о И 

  

| 2 с р 
М’ а а 2 я. и (+ ды"). 

Зная М” и М’ легко находим М, и № : 

вт. 

#2 

ЗячаФям, (9370 квадрах четырехморной скорости, как это и долж 

$ 
и, 2 дм -+ им = 

9 

но следовать из 2/3*= с(д,оже ровен постоянной величиие с“: 

2 : И 
Иб= Мм = дичи =. 

Нанижем теперь полобные жотя для компонвит коитрбвари» 

антноло четнрохмерного ускорения и и)". Абеолютная проиявониян 

} я ЧА угл



от контравариантной скорости М’ по '? имеет вид: 

и _ Е 

_ %- Е + Ги ие + АГ. Г иги, 

я > дл 91 | 

а. = и -- обыкновенная (не абсолютная) производная 

0% М” п 2. 

где 

Прежде всего воспользуемся равенством? 

  

Ик* Г 9и“ дв, ЗИ ув, ЗИ". 42”). 2 
и: ЭР 2 ржи“ 22° №77 

м запишем Аи“ В ВИД@о 

&« 
ии“ 1 (/“ и. _ {9 4", Г р и** + рн „оеоор кипит тикет 9 орет -- 

2. др] 2. 7 1-4 2 2Ч1-Е Е 

+ + и“ он" Е и} 

‚де 

&, у 

у, -> прехмерный символ Кристоффеля: 

Й д^= / 2 Аг, ‚ Ад _ ВЯ 
ру 2 ЖА т = Вже |. 

< 
Так как нужные нам компоненты Й ее имеют вид? 

ч _ д / Эй. + 9 2) А 24, 
Го = 2 эх^ 2% 27° 

Г“ = 491 (22 = 22} - 2.28, +5 т о - 2 2: 49-й} "р 
й КА 

рр о.) р 
м4 х (Зам _ 2. #)} | т Ян АЯ Я - 1 Ра О 7} 

= 95 =



Ро после несложных „ Но довольно громоздких, преобразований полу- 

/ 
чаем следующее выражение для пространственных компонент 4-ускоре:= 

ния через трехиерные вотеотвонные скорости {л" и ускорения 4 

  

4, 4 во 2. . 

ии \“ _ а аи“ маг „С: Ган ЭЙ 
е 4 42 БИ Де +7», ие 2# аж“ 

а 9 е рад 9) 
-9 эй ПИЯ .а*а* 2 - 

ЗА. 

__ мм / о Он - > чу г" (29) 

2 2 а. 5 9" 

ИТ ре") + (1 Еа, „17/2 

Чери ЗЕ г”) 
Что хе касается нулевой компоненты (м). ‚ то она может 

быть получена либо непосредственно (с помощью Г. ), либо из 

ортотональности 4--ускорения и 4-скорости. В самом За. дифферея--` 

ция И-М‘ =0* 10 © будем ниеть: | 
{ 

бой ан ИЗ рта нии 

+” ин ими _ радио | 

откуда в 
0 « 

(=) 7:98) (дет т) (26 

ев =.



8 6. 4—сила, 4-импульс и закон сохранения 

энергии. 

| 

Из равенства (30), переписанного в виде 

9’ = (#4 1)” 
следует, что четыре компоненты силы У‘ не являются независи- 

ыыки и могут быть выражены через один произвольный трехмерный 
& . 

вектор { ‚ называемый трехмерной силой: 

^ И } 

—
 
<
 

и
 

  

5-Е 

де | И р. = „р + 

и (Я : 
(7% —Ге им" 

где 

Ме = фени" 

10 вводя контра“ и ковариантные 4-импульсы 

р = ши‘ и р: = м, 

мохно придать системе уразнений (27) следующий вид: 

< - 95. чаю 
Е



(42)! = 75 _ или (42 = А, (51) 

‘ ! 

Обозначим - 

| ГЕ да," 
ср = Е еее ), 

‚бр, = Е, = У. & т 
Уравнения (31), соответствующие индексу 6 зд ь В Новых 

обозначениях имеют вид: 

и о 4 ал“ ! 

Е’. 9 
съ 

и“ т, (33) м 
и могут быть истолкованы как две различные формы записи закона 

сохранения энергии» Уравнение (355) принимзет особенно наглядный 

вид, если перейти от абсолютного времени т к мировому йа . 

  

> Заметим» это абсолютные производные 0% и Е ш 

равны 
# 

(45° с(48)’-с (42+ Гори" Гори" Го Ри 

6 «я у мии 

+ Ги, ри) = че. ь РЕ и°+2Г2 рии "Г, И, 

= 

‚@#)- = ЧЕ: Г и. - ага, Врм" — ме и 

бы Об =



В этом случае 

+ 
то есть абсолютная производная от энергии Е, по мировому вре== 

=>. ‘ 

мени = 5 равна мощности трехмерной силы { . 

$ 7. Уравнения движения материальной точки в 

некоторых частных случаях, 

Используя выражение (28) для абсолютного ‘ускорения, вех руд 

но переписать систему уравнений {27) в мы виде. Имеем? 

тия т (и + ик ити") = 
ъ 

(34. 
=—м 

‚= а” = (27. -% 
й и (9иР - 2 7 

м Та дык ИТМ" 

Если сила я: имеет вид 

Я; = = 9 д“ 

где 

ЗА 9.4. 

и ря: Вж* ' 

То 

Н.Э к 
Я; = = {2 (4.9) и 9и: (4.м 

и уравнение (34) перепишется в виде: 

= 97 =



2. 9 _ (55) 

(25) -2= =0, _ 

те Г, = релятивистская функция Легранжа 

Воспользовавшись выражением (29) запишем систему уравнений 

(27) в видеу соответотвующем различным частным случаям» 

Так. например; полагая инерциально-гравитационное поле по- 

СтОЯННЫМ» то есть й, $ и 9, ие зависящими от 2*°= Е” 

пожучаем известное уразнение двикения (см. например [2] ) 

х _\“_ т 
"(тЕ) =“ ИВ (ро) Я 

‚ А@ (= 2% =) - абсожюеная производная по. естественному 
“ 

1 С* времени Е от трехмерного вектора г. 

| 

т _ (4)* 
зи 

и 

у и 

2. т р 9’ ие + “Я у" (4 + Те ими" 

(1 - с с*(1- © % ^   

[Рё] = аи" [24 - 284), 
ЭХА ди 

98 -



Ко и)“ = а* ы 
д. =(1- м * Я 

м: 

В отсутствие инерционно-гразитационното похя ( Я 1, 9 20} 

уравнение движения релязивиствкой частицы в криволинейных коор- 

нинатах принимает вид: 

м 41" фе" “я ие ( р /* (58). 

(#- и уг. с*(1- 35 у. 

В докартовых координатах в = (2 и уравнение двихе- 

  

ния занисывается 3 видбе 

| | _ 
‚2 —й вл 

т } 1 4, $ (% | в. 7 (39) 
2.) и а. \ Зл, „78 

д = с*(1-1=) 

В нерелятивистеском приблихении (2 - < 1) уравн. ‘зия (38) 

и (39) переходят, соозветственно, в 

им (47 + Г”, аи") = [^ са 05 

, 

д т | и = А 8 9 

\ 

‹ 

Что же касается разхичных часеных случаев уразнений движе“ 

ния материальной точки в неинерцизаьной системе отсчета, то они 

рассмотрены нами в отдельной статье [3]. 

ы 99 =



$ 8; Некоторне критические замечания по поводу. 

“силы тятотения" и "релятивистской массы“. 

* 
‘ 

Итак, мы показали. что различные частные формулировки урав- 

нений движения являются следствием исходной, наиболее общей си- 

стемы уравнеяий (27). смысл которой классически прост - произве- 

дение массы #/ материальной точки на абсолютное ускорение 

(4 я равно силе Я#”`. 

Следует отметить, Что в уравнении (27) осуществлено полное 

отделение динамических понятий = массы 1 и СИЛЫ $” от тчи- 

пичного понятия римановой геометрии и релятивистской кинематики = 

» абсолютного ускоревия ( Е ‚ равного абсолютной производной 

&-скоростн М”. по вбоолютному времени С. 

Что же касается прравитационных сил" и "сил инерции”. то их, 
называют 

сзрого говоря» ‘просто не существует — этими терминами Ублагаемые 

Виа + 9 Г и ими“ ‚ входящие в состав абсолютной производ 

ов 2 ( 4%) и не имеющие самостоятельного значения ° о. - 

Точно так хе лишена глубокого физического смысла "релятивя- 

сзерая масса"` 

М И, 

1-1 С" 

да лаииинаюнвнаниыйна, й д 

в 1 д и 

6 Заметим, что’ слагаемые аи и / „„““М“ взятые порознь 

не обладают простым законом преобразования и поэтому не могут 

играть семостоятельной роли в физике. Правая часть уравнения 

И“ _ и 

полученного из (27) путбы механического разделения абсолютной 

производной (4%)" на две части, представляет собой сумму двух 

олагаемнх» обладающих различными законами преобразования и по-_ 

Фому является противоестественной» 

- [О -



возникающая при трактовке трехмерных компонент четырехмерного ИМ=> 

пульса 
© 

ИЕ И р = ИИ“ = М ВЕ (42) 
Са 

  

как произведения "релятивистской массы" = на трехмерную 

  

скорость 17“ . Мнохитель Е В формуле (42) органически 

связан с кинематикой и вико. 6‘ отновения к динамике, а следова- 

тельно и к массе, не имеет. 

Итак. если считать метрику четырехмерного пространства - 

= времени известной, то измеряя естественные скорость 27" и уско- 

рение 4“ мы всегда сможем найти (например, по формуле (29) 

абсолютное ускорение (44), которое является абсолютной харак- 

теристикой двихения (при отсутствии сил абсолютное ускорение рав- 

но нулю в любой системе отечёта). При этом важно отметить; что 

произведение массы на эбсолютное ускорение равно силе в любой 

системе отсчёта, а не только в "инерциальной" как было бы, если 

в качестве характеристики движения взять естественное ускорение 

а ‚ Таким образом, введение абсолютного ускорения как абсо- 

лютной производной от контравариантной скорости и‘ позволяет 

записывать систему уравнений движения (27) в виде, не зависящем 

от выбора системы отсчёта и делает излишним рассмотрение избран-- 

ных инерциальных систем. | 

ЛИТЕРАТУРА. 

т» Ю.И» Кулаков "К теории физических отрунтур НГУ, 1968. 
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5. Ю.И.Кулаков "Релятивистские уравнения двикения материальной то- 

чки в неинерциальной системе отсчёта", (см.стрь! 

/00 — настоящего сборника). 

- - 

‘ 

| 

' 
1



рЕНИвиСкоЕ УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ . 
ме" = 

} ^ТОНЕИ В НЕИНЕРШИАЛЬНОЙ Сите оточтА, 

Здесь удобно заметить, что инерци- 

альная система является слабым местом 

механики Галилея-Ньютона, ибо физическо- 

му пространотву приписывалось некоторое 

таинственное свойство, обуславливающее 

вид системы координат, для которой спра- 

ведливы закон инерции и ньтоновский за-- 

ков Движения» 
Альберт Эйнштейн. 

4 
1 

Инерциальной системой отсчёта г мы будем называть такую си- 
==> 

отему, в котор Й метрический тензор 9х ‚ имеет вид: 

И ор и 
д =1,° 4-0, 42|, му 

(Здесь ив дальнейшем латинские индексы пробегают значения О 1,2» 5 

а греческие - лить Г,2,5). 

Так как ® 

2 . . . 4 Ё > г 

офи = 4: = 6 
ь 

7 (0 СР, 

то в инерциальной системе отсчёта, © все компоненты контрава- 

риантного метрического тензора 2“ совиадаю" с компонентами 
ат 

} 

- це -



& 

— 0 2: му = и 
9 _ 2м — = 

й. = 1, 97 °, 1 То МУ. 

Неинерциальной системой © ‚ совершающей относительно  Н8-= 

ходной инерциальной системы © как поступательное, так и вреща- 

тельное движение, мы будем называть такую систему отсчёта, в ко 

Торой четыре координаты х‘  производного события связаны с Ко“ - 

ординажами 9‘ того же события в инерциальной системе следу- 

щим образом: 

= _ ДЕ к. 
© = Л. %, (1) 

` . о 
7 

де = (==) „. система шестнадцати функций. от мирового 

времени {--=° ›„ удовлетворяющих следующим десяти соотноне- 
:5 т 

ниям * 
——^ г К = 

9 и.. И —- Фи, 
(2) 

(или им равносильным равенствам; 

2. 9", д” = 9"), 

которые в трехмерных обозначениях имеют Вид ` 

З» 2", и“ “+ и° Л: - ре». 

. О и", А’. че, и°, = 0, (3) 

\ 

  

в 

1 поли отвлечься от зависимости „/9.„ от С , то преобразование’ 

(1), удовлетворяющее условию (2), представляет собой общее пре-> 

образование Лоренца, сохравяющего неизменным двухточечный инва- 

риант: 

Я (26) - (Ч - 2“) = (Я мак”) (г”-="6), 

“10% =,



бр И 1’ о > /`, 

‘Матрица и“... , Удовлетворяющая условиям (35), может быть 
выражена через три параметра 2 а“@) , произвольным образом за-- 
висящих от С $5 и систему девяти функций Я”, (&) ›„ образую- 
щих матрицу ортогонального преобразования и потому связанных 
между собой следующими шестью соотношениями: | 

Фр о ©”. = Фе | (4) 

(или им равносильнымие р 

х’, й^° = 4"). 
Наиболее общее движение неинерциальной системы отсчёта © 

относительно инерциальной системы = может быть осуществлено 
двумя способами: 

Т» Неинерциальная система “ ©. вращается относительно ‘проме-- 
2: хуточной системы (> , находящейся в поступательном движении от- ‘болела 

носительно © . 
\ 

2. Система © двихется поступательно относительно промехуточ-- 
ной системы ©” ‚ вращающейся относительно с . 

В соответствии с этим зависимость _/‘ ‚к ОТ параметров Аа“ 
29! у ‚ характеризующих, соответственно, поступательное и вра- 

щательное движение неинерциальной системы отсчёта, имеет различ-- 
НЫЙ вид в первом и во втором случае, Как легко убедиться непосред- 
ственной подотановной, следующие две зависимости И‘ от А а“ 
и ©“, › Соответствующие первому и второму случаю, БИЗлияВИ 
но удовлетворяют соотношениям (3): 

и’ .(& = 4 =" И



С и 
(5) 

И“, (1) = 2 а", 

у и С* Я РЕ И м у 

гда 

д 
(1 - 1 був а; а: ) у 

И 

е , А* @) = = 
{2 

2 ай Я. и (2) =- с Фр, 

И“, (2) = вам а/ и 
че : р ‘2+ 

м ‘у 
Л’, (а) = С", = ти а’, ау Я; г бар, 

где 

  

1 
де = 

(1-2 а був ©, @ 1) +1 

}. ‚= д { 

Заметим, что при О“, = Ф ›› элементы матрици РИ равны: 

, -—-. 

И.о = 1: т Я: 

* о тл $ И. -- фра" 
в Я: =



п _@ 
А = ба" 

И =9, - 29” др а” (11+ -1) 

Преобразование (т) в 310М случае имеет вид: 

Жи = д" + 1 а"(#т) (1 4-1) + а"Ё, 

  

  

  

(7) 

‚5 Е = [1+ Е + д (9), 

где 

Д’® =- д ах”, а ды "А 

Вводя вместо @“ новые параметры 

д. а 
У +=. 

и обратно 

Я” = ры 22 

У -&; 
получим " 

| ри 
и/-& (82) + 

д" в (8: Реж 4 8“ (#2) 
. ® &. 

1-4. ё 
с" | Е (8) 

д &+ (27) | 

- 106 -



Сравнивая преобразование (8) с общим преобразованием Лорен- 

ца без пространственных вращений (см., например, [Т|]), легко ув- 

тановить, что в случае равномерного движения системы отсчёта С 

параметры Я” и 6“ имеют смысл пространственных компонент, . 

соответственно, четырехмерной М“ и трехмерной И” скорости 

начала подвижной системы отсчёта © относительно @ ‹ 

В общем случае неравномерного движения системы © коорди- 

наты (2) начала (д/“=0) системы оточёта ©  относите- 

льно ‘© ›, согласно (8), равны: 

2^ = вв) Е, (9) 
где 

= 
У 2 2%) 

Используя (9) и считая известными Ж/(Ё) ›; находим 

#^(ё): 

    

„н_ (2) | 
6 (Е) 2 (+) 2. . | (10). 

где функция  (#) определяется из равенства 

ЕЕ (1-8 ВУ(Е) ЕЕ) СЕ? ре 9 . 

Если полохить в (6) Я”=0 $, то элементы матрицы 7, 

будут равны:



м 
И — ©”, 

И преобразование (Т) в этом елучае примет вид обычного трехмерно-- 
/ 

. 

го, вращения 

. 

А И 

БЫ
 Ц 

С мазрицей ое `есно связан, так называемый, тензор уг- Г-н ТО! 

новой скоростиз 

з 
_ 1—е ло 

_ 

м =-@\”, @+у, иы 

где _ 
= г 

Хи, = ле 6 97 =@,”, 

\ } А 

а“, = о". 

Так как 

го дифференцируя это равенство п9 { › легко показать, что тен-”° 

вор угловой скорости 6“, антисимметричен, те. 

аеянын 

и Я д гм _. и 
47. фи Мей =. & 

В дальнейшем, наряду с тензором 2”, мы будем иметь дело 

эще с двумя антиоимметрическими тензорами: 

у —- а у 
0)“ = =-й 4). 

му = — фм о“, я бр” фа 

= 108 -



и ко-- и контравариантными векторами угловой скорости% 

Ул —- ‚ 2. = 2 бы, 2” = ет 47° 5.7 9, 

ИА | где ен и @”” - антисииметрические символы Леви-Чивита, 

абаий 40 (7^“”’ и 47“ не явияются тензором и векто- 

ром в полном смысле слова, так как их ко- и контравариантные ком- 
поненты связаны между собой равенствами: 

ми _ дума Е со = т дк, 

со" = р, 

в ТО время как для истинных тензоров и векторов долины иметь ме- 

сто следующие соотношения: 

ЙЕ = Я рис о" = 9 а т > 

‚ я 

где @^^ - грехмерныймеТРический, ‚нор в рассматриваемой неинер- 

циальной системе отсчёта ©. 

Как подчёркивается в статье [2], ‚о наиболее общее релятивист- 

ское уравнение двихения материальной точки. в гравитационно-инерци- 

онном поле при наличии сил, 9‘ негравитационной природы имеет 

классически простой вид: 

и аи = 9% (12) 

Чтобы переписать это уравнение применительно к рассматривае- 

`эму случаю неинерциальной системы отсчёта, воспользуемся конкрея-> 

- [9 -



\ 

НЫМ выражением 2 для прострайственвых компонент контравариантно- 

‚ го Мозцрохиорного ускорения Е “ э приведенным в работе [2]: 

/ 

| 4 &/“ ы и + эй 
—| = ми ИУ .@- а“ 29. _ 

“ 2, с? чА 99 . 
са“: (2. т -25 29) + с: 9 Эже`* Эд 

% 24 в 
(15) 

ал* 

ам и" (+97) + т с71- Фант)" 

кан (++ фе ний") 

Итак, мы видим, что зедача сводится к нахождению по извест” 

ным формулам преобразования тензоров 

бек ыы С. И а,“ фр , (14) 

где. 
, 

гы _ ЭХ” 

Се. Зо: ’, 

всех компонент 9х ‚ & следовательно й .#, 9», 9 й Ям. 

и а”” в неинерциальной системе отсчёта, 

`Воспользовавниоь соотношениями (Т), (5) и (6), “получим сле-- 

дующие конкретные выражения для элементов матрии преобразования 

  

2 В настоящей статье мы используем те же самие обозначения, что 

и в работе [2]; 

- 0 =



С: ( 1) в С; ‚ ‚ соответствующих двум случаям движения си 

стемы @ относительно © 

  

бе (1) = 9, ух = 2: ду (8 а,” ( Ча.) 

о _ 4 \ 

С, =- 2 дм ( (& аи), . 
(15) 

Со“) = а“ й, 

В -- — — А у ее 2 

С,. (1) = о Е8 “2 (© а.) @-= (2), 

т. А с 
6, ы {= - = (< а.) (© Я.) [= 

| "(1 а фин (Я (а )_ 

_ Чае (54, ©” — ле (ба, сот, (16) 

С “(1-1 -- а ря (5. )” (ия) ры 

И: с (9. + (да, "Е - — 47", д’ + Е 2 [ауд ворот 

- вари варит вау фр (84, "} - 
и 

_& (а, бе = *(2а,)". Фр (а, )* х’ 

с (1-& Й с: фр (а, (га, ) м ее (17. 

(&а,)" = м“, а, 

- И-



    

= 0,712 ,. а ах, 

=) А 
С, (2) =- & дн 9: , в 

С." (2) = Е ©, 7 

Ст (2) = Ч: — СЕ др а, га 

    

«де 
| 

9 =1 Фи; а, 4, & фе 4, | = т ‚ — 
— 

7” 
5’ 

2 С*(1- д д«ага,) — с*1-А Фе а) то) 

И = ар + (А - 625. ра, - и" ой 
— а, "над? -_ а, ̂  фид иж) 

2’ м — ‚ = 
2 Я. . р аа: ' Сси „а 

° (20) 
7 (1-аде р 

Так как метрика в неинерциальной системе отсчёта уже не яв-- 

яяется эвклидовой, мы не можем, строго говоря» рассматривать. 2%”, 

А Я“ и @” кок векторы линейного прострёнства. Однако, для 

Фото". чтобы сделать обозначения более компактными, сохраним век- 

- Пе-



чорную символику и положим” ; 

Иа == дни 

[48]" =” 8 7-7” Физ "68° 

В новых обозначениях выражения (16), (17). (19) н (20) принимаю 

Вид. 

(га,. а; „ @4.1)+ + ([24;-9 7) 
2 (4 + АР) ^ (1+ (5. а!) А 9 (т) 

г 

    в-1 + 

й = = 074; + 2& # + [=] 4 рй 12а [24,8] *) + 

аж (авт) + ай (ват) - 
й 4 (аи.&а,)(ка.т). (.) 

0, ИР (а. # 
  

| (25) 

  

ы Напомним, Что "нотинные“ окалярное и векторное произведения 

3 трехмерном римановом ›пространо%ню. о мезрическнм чензорои 
(Яму Имею ВИД? 

; ' 

ЯВ Я а, А" ВУ, , к 

чала ку" дима} 

[789 = 2" ГА] и 2" @, и Иер вт 

= из “=



й = @, .@ РЯ и: Вы р 

й, _ Я, (&,. .й: (7 <.) (24) ‘ии, вию ЧР 
Зная С: и | С:“ (2) сослафно (14) находим: 

| 

ди) = (1 чаи 

дн $ : ева (и аду, ааа 
29 (#) = д, 

м ЕВНОЯЫОЯ 
#1 1 

Фо) = (1+ 2%) - #0 

фе в р-н А 22а р 

Ч (2) = бр. 

Воли вресты новые обозначения? 

  

  

  

сз С (25) 
и 

в о а @ а р и — 2—8 

у 2. “ й. Ма 9. (1 7 ты * ое ЧЕ ры) (26) 

обратно 

. _, „> { (И.Д) Й, =] 57а, ©, — а, 7 Ха т Е С“ + (а: № к



‚ выражения для Я принимаю? вид: 

  

‚ вит 
9 = (яр, ар) - -=Л, 

9 р - 22), г 
д 8) = бр 

я анелогично 
аж ы 

Я. №. { 
бо 4) = (&- с* (1+ =). — ЕЛ, 

сы 

бр = 2, 

му (2) = бы 

_, Прдотевляя в (25) и (26) вырежения (21) = (2%) получавы 

У. ы Х. в их окончательном виде? 

Х «а + [42 =] 
И (27} 

{= + [9,2], 

  

ТИВ 

о х, (24. 
А! = (ХО, - М4 - И а , (28) | 

се 

- 05 -



д, = [4 а, ] 2 в бе в _ 42 (, 4%) (29) 

, в 
(20} 

9. = + в [2: [а] + с [9:] (31) 

Таким образом, после соответствующих подстановок иолучаем 

сиедующие выражения для ео : 

5:9 & . 2 

= (8-Х, 
% две 

‘9 @) = (1+ ^) - №. 

Что хе касается конт равариантных компонент о“ ‚ го они 

(32) 

могут быть найдены из 

фи +0 
м имеют иде 

    

  

И 
7 (1 +&А?) 

ам = Хх 32) 
д С(1+ 2 ЛЕ) 

Хх „аи | 
9 на Е 

м и 
Я 

Итак. подочавляя в выракение (13) ̀ 

- Це -



И =-а 97. 

И р0м _ _ ” у 

7 Я С (1 18)". 

Яру = При + р = - д ад был! их, 

дея Х" и 
  

‚ получаем кончательный вид уравнения двихения материальной точкн 

з ноннерциальной системе отчёта? 

  

(1-5. м 
% + 2-2) а

т, а Ст 

СТА 

6+2 ле |2. +1 (4 Е) + [ХТ Ой - 
я (53) 

ми и 
Я едим ие): р (#2). 

‚ 9.) ши 
с" се ( 

  

- 17 -



‚ 67 (255) + 097 ера! 
} 

[* = (1-2 4 бил) 9 
” 

Рассмотрим теперь ряд частных случаев: 

1. Нерелятивистское приблимоние 

р Ре", 05 

(1 <1, А «1, Фи <: (). 

  

с. 

В згом случае имеем: . 

$ рее --”-9 

й. = А, = 4 ) $21 = 42, = 60, 

— У =? _. —8 ь 

Я: = 2,4“), мс 7 бон ОО 

и уразнение движения (55), соответствующее двум различный случани 

двикения неинерциальной системи, принимает хороно известный [3] 

ВИД. 

т (4+ +2 [9 + ‚ [9%] + + [4 8] 1 (54) 

где 

12 = /(2а, ка, #} = 55. 

= [В



4, = 24. + МЕ ще (и, +8; Ё)| + [97а 2]: Я [27а 

_ 2 “огня о. Г 

= ео о „р 2 [© Са вер [9 [9 о [9 т 

  Номнорциольная система созершаот лице РР цательное. 
2+ 

двИменио, 
Я и спедоватень“ — 

В этом случае Я = и А = м. 

‚, урвочение лвижения (53) явписынается в виде: 

де 

я ан и =— 4? + 2147] (: С 

Рф = АИ (7 [927]. т и Г 

(1. ВЕР 
= С: \. 

о _ [92] и 1 =] 

+ { [ ры [ #7] р [#2]. [( с* + - 57 16 11. 

(1 - Рег} тв 

и? р ‚(1 [29]. ЭК 

"(1 и. ЕЕ 2 С 53°) 

с с (1- 2 —еГ' 

  

    

т “+ = ее 
  в ('[97] (9 [8]. (- 

ата. 7+ а 
4 (75) (198149) и. 2281) ыы 

о* 

7521) ([97]. [57 _ Г 
и (1- ет — 

  

А



Сравнивая полученное уравнение (55) с нерелятивистским 

уравнением (54). мы можем написать релятивисеское выражение для 

корколисова ускорения: 

р. (1- & [27 + & № 472] 
д„«=22[9#]. А 

1 -& [47212 
  

2 [279] [1+ & (2 [9%Г+ 7 ]}, 

дия центростремительного ускоревия: 

а [1-5 + в] 
ИЛ, = [923]. ( р = 

(1-2 ен 

[е[8= {1+ & (984272 

  

зы 

И для уокорепыя, озязанного с неравномерным вращением системы ©: 

ето ве 
  

== 

4, = & 7 

д [95] [4+ (Е 75']* +277[9 2]. 

сли двицоние материальной точки относительно вращающейся 

4 

5 „ 
систоны оточёта (> осуществляется с нерелятивистскими скоростя- 

\ 9 ,, . . (<) „ то уравнение (35) принимает вид; 

  

«(7 2197) [98] + [2 =] \ р 
т 0 + { 1 573 ра т ей > Г ° (1 - & [927 1- & [9®Т 

_- 120 -



Если №8, наоборот, вращение системы © 
релятивистскими скоростями (= 
сравнима с с 

происходит в не- 
<«1) ‚ а скорость точки 2/^ 

‚› ТО вместо (55) будем иметь: 

„| & 2+ 2[90] + [98] + + [9% 57). т -а ЕЯ =}. 

  

>. Неинерциальная система совершает лишь поступательное. 
прямолинейное двихенио. 

Пусть — одиничный вектор, задающий направление дэн» жения системы С ° Тогда закон двихения начала отсчёта немнер- ы. —_ циальной системы (5 относительно © может быть записан в я виде: 

(Е) - д, (8) 
де 2,(&) - заданная функция г (2% =6|. Таким обрл- ‘ом, в рассматриваоном случае имен: 

$ г 5 хх / и. ыы 5 

Фо 

Я (= й ‘2 (ё) ых (Е) = т х, (7) 
Ра лу» & { 

г (1 - Жи 7 
(7 Ё* 

Гл Ункция Е (Е) определязтся из равенства } 

и имен -л 

и: Гу: = (Е) 
и меня 

СЁ * 

Н



Соглесно (28) имеем: 

—Ф 2 = а 

= ЯА(Ё) = —Щ—_—- А А( ) =й ЕО 

Подотазляя в (33) Х= =ЯЛЁЕ и В. = О , получаем следующий 

зид для уравнения движения матариальной точки зв неинерциальной 

системе озочёта, созершающей поступательное прямолинейное движе- 

—й 

ние в направлении И 3 

  

и Я’ 1+8 

= 
ня [0 -

Е)й г (ев)
 -}- 

(1-#-=) 
_ (56) 

  АН] 2% иг т . (24?) Е и) 

4 Е (ИР) +07) [А ((1+=)(1+9) -ЕА) АЕ (+=! = } 

где 

д = (1+ = ие): — А 

При А = О $ что соответствует случаю перехода К систе 

— 
я. 

ме (> ,‚ движущейся равномерно относительно С ›‚ получаем, как 

810 И должно быть. хороно известное уравцение ДВИНЕНИЯ материаль- 

Ной точки В инерциаяьной системе отсчёта с 

ЕР д 47 —* 

м ие М (бе ; :) = 

п и 1- =.
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ИНВАРИАИТНАЯ ФОРМУЛИРОВКА 

КЛАССИЧЕСКОЙ 'ОРИИ ИЗМЕРЕНИЙ, 

бели зы можете измерять и выравать 

в числах то, о чём говорите, то 00 этом 

предмете вы кос-что знаеже, если ви не мо- 

цете сделать этого, то ваши познания скуд- 

ны и неудовлетворительны. Бить может, они 

и представляют первый шаг исследования, но 

едва ли позволительно думать, что ваша 

мысль продвинулась до степени настонщего 

знания. 
Вильны Томсон, 

Результат всякой конкретной измерительной операции содерыи" 

в себе информацию как об изучаемом физическом обызчте, так и о дав” 

ном измерительном приборе. Последовательная теория измерений дол 

на дать алгорифм, позволяющий отделить информацию, относящуюся к 

изучаемому объекту. 0% информации о свойствах измерительного при-- 

бора» Этот злгорифи может быть сформулирован в терминах тоории фи“ 

зических структур, основные положения которой излагаются нихе, 

В качестве примера, иллюстрирующего этот Налгориом раздел ния" 

мы рассмотрим одну из наиболее фундаментальних операций - онзрадцию 

измерения времени. Мы покажем при этом, что для измерении времени 

нет необходимости ограничиваться фин пазиваемими Иравномерн мии 

процессамиз момно использовать различные неравенонерные процессы 

и после соответствующей обработки онытних данних, получать один и 

тот ке результат = "истинное время", совипадасщее 6 побаланинми 

‘равномерно идущих часов", Короче говоря, м! дадим определение ин” 

= [24 -



варязитного промохутка времени между двумя событиями, значение‘ ко» 

торого не зависит от конкретных измерительных операций, выбранных 

из достарочно широкого класса, а определяется лишь "внутренними" 

свойствами множества событий. 

х [. Постановка задачи» 

ПУСТЬ 05 &] к, ны] № = ХО = |, В, .. „7,1 два МНО 

коства оизических объектов ; произвольной природы (например» 4 = . 

  

- ннохество проводников ©, К, ‚5 5, 4 9 - ынохество ис“ 

ТОЧНИКОВ тока Х ‚ В ‚` .2, у, . :) Я и 5 дм, у, че ‚А... МНО 

хество различных измерительных оперзций, ПОЗВОЛЯЮЩИХ СОПОСТаВИТ 

° и ® , р .( 

каждой паре объектов (2,°) вполне определенные численные рез; 
ум у А льтаты эксперимента (и, Ми, , м х Муна (зв нашем примера это 

иона ция уосвозмохных эдектроизмерительных приборов д Иры нь 

различных из своему устройству и имеющих, вообде говоря, произво» 

лвиме иклян, включенных последовательно с прозодником © и иегоч-- 

никой топа ©)» Числа их мы будом называть значениями фун- 

паментальной (дял данных соотношений) физической ведичины М» 

о Задача состоит в том, чтобы по данным эксперимента м ‚› отно 

сящимся к достаточно, большому числу объектов и , юр Км М 

© ) а `} 

Мея. | (2=1,2,..,М;$ +12. ‚М)найли такую монотонную функцию 

Ё..(х)* свом дли каждой измерительной процедуры ( ‚ значения ко-- 

© И заданным в виде прямоугольной Мх М’ - матрицы 

горой пр д = Им зазисили бы только тс им и 

не зависили ОЕ либора нонкротиой измерительной процедурн ме). , 

то есть



Усе 4%, Ухе №, Умуех (ых. = р (в). 
| ; 

Числа. 1. (иы) иы будем называть инвариантными относи- 

тельно выбора измерительной операции значениями фундаментальной 

физической величины ([/ ,‚ или короче, инваризнтными результатами 

измерения и обозначить через Я. = . (45) о ` 

Другими словами, задача состоит в том, чтобы исходя из кон- 

кретных данных | иг || ‚› полученных с помощью измерительной 

процедуры м ‚ найти "истинные" свойства изучаемых объектов, не 

зависящих от свойств измерительного прибора р о’ Или, более стро-- 

го, необходимо указать алгорифм, позволяющий выделить из опытных 

дачных [1 два класса различных инвариантов: числа @. , 

зависящие лишь от изучаемых объектов { и СХ и не зависящие от 

измерительной операции м ‚ И функцию #. @) ‚ зависящую лишь 

от м и но зависящую от выбора С их о 

Этот алгорифм может быть сформулирован, если воспользоваться 

результатами общей логической схемы, названной нами теорией физи»- 

ческих структур [1]. 

зе, Основные полозения теории физических ^ 

сфруктур» 

  

1. Теория физических серуктур предетавяяет собой своеобразную 

алгебру отношений симметрии, существующих между разничними физи- 

ческими объектами. Эти теория с одной стороны достаточно абстракт-- 

на и обща, чтоби, при соответствующей интериретации, охватить все 

физические теории феноменологического типа (к ним относятся гоомо--



1 

/ 
г 

трия, рассматриваемая как физическая теория протяженности реаль= 

ных объектов, хронометрия, изучающая наиболее общие свойства вре- 

мени, специальная теория относительности, теория тяготения» реля= 

а ивистокая и нерелятивисткая механика, электродинамика, термоди> 

намика). С другой стороны, факт существования особого вида симмот= 

рии, названной нами феноменологической, является настолько сильным 

требованием, что позволяет получать явные выражения для всех ВаВ@0:Р= , 

НЫХ первичных физических законов независимо от их конкретной интер“ 

претации»' ь 

2, Отношения между элементами одного иди нескольких ыноивсть 

произвольной природы, изухаемые в теории физических структур, 28° 

рактеризуются соответствующим набором вещественных чисел = знач3= 

НИЙ фундаментальной физической величины “М о Так например, если 

речь идёт о бинарных отношениях между элементами двух различных 

множеств 1% и 9 то соответствующий набор имеет вид мат ри“ 

цы (И =] М:| остроки которой соответствуют различным (@ 4% ь 

а столбцы = различным ЧЕХ °’ сли же рассматриваются ‘бин” мые 

отношения между различными элементами одного множества 25 › 10 

этот набор имеет вид матрицы И = | (4 [ (6 де 3) о! 

Физическая интерпретация 46, 86 и (С очень проста: 

8 и 7$ -. множества физических объектов различной природы 

(множества тел, событий, проводников, термодинамических состояний 

и тьи.), (/ - набор экопериментальных данных (например (и = 

- ускорение тела & под действием поля © ‚ Ш. - работа пе 

хода из одного термодинамического состояния в другое, и ПД) в 

3, Основная аксиома теории физических структур»! 

Мы ограничимся здесь двумя частными формудировками основ“ 

Ной оксмомы. 

= ТОЙ =



А. Принцип фононенологической сичыетрии механического тила. 

Имеется два мнох «ества физических объектов 0% и 96 . 
Каждой паре объектов ( С, Х ) с помощью некоторой эксдеримонталь" 

ной процедуры сопоставляется одно число их . БОЛИ Из множест-- 
ва 005 выбрать произвольным образом подмнохество 5 ‚ СОСтТО-- 
ящее из /7 элементов, а из мнохества 46 — подмнолество 00, у 
состоящее из /7 элементов, то между /7.И  экспериментальными 
`начениями и ‚ относящимися к любон паре ( 6, <  ), имеет мо- 
‚#0 зависимость: 

Угк,...6Е 8, Ус, в, - „фе Е ,. (44. 4; аз... 4] = 0 (1) 

В. Принцип феноменодогической симметрии пространствениого 

типа. 
5 

‚Имеется одно мнохество физических объектов 205 . ЛЮбЫМ 
двум объектам этого множества ск 46-5 помощью некоторой эк- 
спериментальной процедуры д сопоставляется одно число и: о! 

Если из множества 406 выбрать произвольным образом подиножество 
14м < 8 ,‚ состоящее из 2 элементов, то между 2991 -1) 
экспериментальными данными и, ‚ относящимися|к любой паре 
(ск) е „хм › имеет место зависимость: 

Мск... ‚2 = № бо» (и и, Их, ви г) =: 20 (2) 

В обоих случаях предполагается, что воиественная УНКЦИЯ 
достаточное число раз дифференцируема, разрошима относительно лю 
бого своего аргумента и после парамстризации не моет огть пред- 
ставль на в вице суперпозиции функиии меньшего числа переменных, 

=” | 8 5



} 

м. Основные результаты теории физических струк, 

Можно показать, что требование существования соотношения 

шила (1) или (2); инвариантных относительно зыбора соответствующих 

подинохеству является достаточным не только для нахохдения вяда 

функций < ‚ предотавляющей собой первичный физический закон п 

его наиболее естественном виде, ко и для получения допустиноло на» 

бора (О. 

Так зв случае феноменолохической симмотрии моханического тина 

ранга (М, ) допустимый набор мг определен с точностью до 

одной произвольной функции одной переменной Х. (>) и имест вии: 

' ') 
м 4 га 9-4 з 

Ам = Дн (ЖА ии + 9: 2 т... Т Ри-ии), (5) 

где р, Яо (6 21,2, ....9-4) = произвольные параметры, 0016 

ставляемые элементаи (= и де 85 | 

Что хе касается самого первичного закона, реализующего данную 
’ Ф 

физическую структуру, то он может быть записан следующим образома 

(ие) ии) 22. 

Ки) 1.48) феи, =6, 
Ф, (и, Са ИЗЕЕЙ м, ) = (4) 

я в бх “ 

| Пе) р рееи)     
-) .. 

где #. (©) = (<) - функция, обратная К» и 

Для примера, который мы хотим здесь ресомотреть, особый инте“ 

рес представляот случай феноменологической симметрии пространсевен“ 

ОГО ТИП» 

Юсли равг феноменодогической симметрии мнохоства 24 разве 

ЪеЫЯ =



й › то можно показать, что решение системы функциональных урав“ 

нений (2) при М) = Мис 

и имвет вид: 

ф» (ми... › Мет 5) мы 

  

зависит от произвольной постоянной Я 

1. 

[и р. (м) 

Я 

Я 

2 

С Ре ме) 69 Вы 

. 697 име) 

а 

  
(И-2 - мерное пространство посточнной, положительной кривизны 

йе 
К = а ),; или 

М , а) те ф» (м; ,.-.) 

  
( 7-2 = мерное пространоеео постоянной, отрицательной кривизны 

к=-2), Гло 

69$ = ( ра 

ЯР - произвольная, симиетрическая 

ца’ (29-42, , и 1). 

При Я-—гг° имее 

} 
{ 

с 
Я, 

ма 04 
Бе С 

= Фр хи 

сй му - 
Я 

м 

- 150 - 
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к. 

2. ЕИе) 

  

(и-1)*(И-1) - маври- 

(5) 

0



О 
= ^. 

1 О (иг) м р. (и {= 

в м м“ \ — ее о ... ф (Иа 

фиг.) = |1 В) Г” 

  

1 | ... 4 

рем) рые) 9 

0) (7. 

  
где р. (м) = Фе («“@) Е хи) (= - хи) (6, р=1,2,.. „1-2 

и ы (2) имеет следующий 
При #. (м. ) =. - (миг) решение систен ( ) 

‚ ВИД» 

п*2р-й , |0 

фи (м. ›.-, Чем) = -1 

  

-1. 

и 

1 4 ... 1 

О 4. (и) из @ (м 

м) © г (мг) |=, (8 

5-4) 04.) =. ®   
. б/„] _. 2 * м а -2 

"ще Дир) = од щев идей) хе; (бил. оря 
и=ер 

ф, (ми, =) г 

-   
, ) : и. ге р, (ии) = ЖЕ) Че 

о и) < ВЫ) 

ри ом 
- ии) Ри.) ... © 

ро) 1-е) =. #0) 0 

о 
р. (ен) (6) 

  
(к) -— Жк) Ш [© (е=4,2,..., {) 

(у



& 3. Алгорифм разделения. 

Итак, мы видим, что из одного только факта существования фе-- 

номенологической симметрии следует существование первичных физи- 

ческих законов (4) - (9), вид которых определяется заданием типа 

исходной феноменологической сииметрии. Все эти законы определены 

с точностью до произвольной функции одной переменной . («) ‚› за. 

висящей от выбора той или иной измерительной операции Ры Я Чтобы 

найти эту функцию, представим е6 в виде подинома * степени ® 

(и) = еси вико. 9) 

Подставляя (10) в одно из (4) - (9) (для определенности возьмём, 

например, (4) и используя известные из опыта значения 24 ‚ МЫ 

получаем одно уравнение для определения 2+1 неизвестных 

Со, ыь . „\ Но так как первичный физический закон (4) спра- 

ведлив для любых Не, = фк, 3} и 6 = а, В,  ь 1} ‚ то 

выбирая каждый раз новые Ян И ен и используя соответствую 

щие им экспериментальные значения их мы будем получать новые 

уравнения с теми ив нечзвестными С’, С”, .. ‚Е °' Повторяя 

эту операцию достаточно большое число раз, мы получим число уравне- 

ний значительно превыщающее число неизвестных. При этом момет звоз- 

никнуть альт онатива == полученная система уразнений мохет оказать- 

ся либо несовместной , либо совместной. 

Всли имеет место первая ситуация, то это означает, что 

1. либо число ' взято недостаточно большим (увеличение его до-- 

эиттунжетны 

  

1 Так как кахдый результат 2 +&  известон с конечной точио- 
стью & ‚то для представления #, (4“) с соотвьествуищей 
точность (=) в вило (10) достаточно ззязь кочечное числе 

членов разломения © о “” 
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лкно приводить к сближению решений, полученных из разных» 

групп уравнений) , 

2. либо данная эколериментальная опорация /{ не причастна ко 

изучаемым отношениям и нужно искать новую опытную процедуру 

‚ (как раз здесь и потребуется особая "физическая" интуиция Ив 

`следователя), . 

3: либо сделанное априори предположение о типе феноменологической 

симметрии неверно и нужно выбрать другой тии симметрии (из 

этом должна помочь физическая“ интуиция). 
- 

+ 

Если же написанная система окахется созмватной при любом вм 

боре 406» | 996 И 6. © $5 ‚› ТО 910, возпервых, пох-- 

тверждает сдоленное априори предположение о типе фононенологи 49 

ской симметрии, М во--вхорых, дабт нозмохность найти ал... 0х 

и следовательно [+ 

Здесь следует замотить. что в некоторых случаях вырахенит 

первичного физического закона ф = © однородно относительно 

(ми) ‚(например (“), (7) - (2)) и поэтому нельзя найтн т” 

коэффициенты СХ, Я ав с + В атон случае мы долины объненяъ 

два произвольных элемента Фе ён ОЕ — "эталовамий и по 

ложить р (м )={ › что фактически означает выбор определен. 

ной единицы измерения для А (м) в! 
! 

$ \, Опредоление инваризненого промежутка. 

времени» 

Рассмотрим множество произвольных событий ГК, ба 

происходящих в одной точке пространства. Пусть м и некоторая 

маморитольнля операция, солоставляющея кахдой паре событий (6 «) 

че Ц бых +



„а 

число РО ‚ называемое квазивременем (в качестве О можно 

брать не только показания Нобычныхи часов, но и, например, пу, 

пройденный свободно падаыры телом к моменту К ›, если его движе- 

ние началось в момент 6, или уменьшение веса радиоактивного ве- 

щества, взятого в момент { в количестве #9, )› Итак, множество 

событий 106 может быть охарактеризовано матрицей || с: | с Воз-- 

никает вопоос - существуют ли какие-нибудь ограничения, наклады“- 

заемые на вид этой матрицы, и мокно ли говорить о строгом физи- 

ческом законе, которому подчиняется множество произвольных событий 

происходящих в одной точке пространства, 

Этот закон существует и заключается в следующем: множество 

произ вольных событий, происходящих в одной точке пространства 00-- 

дадает феноменологической симметрией ранга 3 с антисимметричео- 

кой метрикой»! 

Это и что сушествует такая монотонная функция 
Ех == и, 

2 ( {1 ее = ЕЕ « Которая позволяея по бы найти - удовлетво-- 

ряющие каноническому с оотнощению: 

фа 

2 О фм 

-1 -Ви О Фе! 

-1 -[е ве о к 

ор (4, а, Сие) = = (бл + Ре + Е.) = 0. 
(ТГ). 

    
Чтобы найти эту функцию мы долины, в соответствии с вышесказанным, 

выбрать эталогиую пару событий (©, 4 ) и представив искомую функ- 

и 1 м | | 
ЦИЮ Аи (25. = 2; 8 ВИдо полинома стелени 2 ›„ решить следую- 

щую систему 2+1 линейных уравненийз 

« Дан -



ИУ сл 6 = 4%, 

СИС ++. (И =, 
(12) 

си аа + ее) + г [ви м вии] +. 
+ ее (2-8) ] =. 

, | 

Таким образом, исходная матрица ||С.х || должна быть тие 
нова, чтобы система уравнения (12) была бы совместной при любом 

выборе трех событий сд, @ ДЬ (этому требованию вает 
да мохно удовлетворить, если полокить ©, = д м (&- 2} о а 

Х«@&- произвольная монотонная функция одного переменного, Эд 

{: — произвольный параметр). 970% факт имеет фундаментахыню 

для всей физики зночение м является непосредственно измеряемым 

критерием суцес®вования одномерного, антионыиметрического времени, 

как инвариантной характеристики отношений между произвольными @6» 

быТИЯМИ» 

ЛИТЕРАТУРА в 

{ . Ю.М.Кулаков, К теории физических отруктур, изд. НГУ, 1% 
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О НОВОМ БИДЕ СИММЕТРИИ, ЛЕХАЩЕЙ В ОСНОВАНИИ. 

ФИЗИЧЕСКИХ ТЕОРИЙ ФЕНОМЕН ОЛОГИЗЕСКОГО ТИПА. 

Симметрия = в широком или узком 

смысле в зависимости от того, как вы 

определите значение этого понятия, = 
является той идеей, посредством кото- 

рой человек на протяжении веков пытал-- 

ся постичь и создать порядок, красоту 

и соверменство.! 

Герман Вейль»е 

Нами установлено, что подавляющее большинство физических 

объектов находится в одних и тех ке специфических озношениях. Эти 

отношения допускают строгую математическую форнулировку и, благо“ 

даря этому, представлиют собой по сути дела, то единственное ре 

эльно существующее явление, из которого все физические законы фе“ 

номенологического тила когут быть получены как далеко нетривиаль- 

ные следствия, Эзи отношения, названные нами физической структу- 

рой [1] „ выражая факт существования особого вида симметрии, 

имеющей место п мире физических ооъектове 

‚ Каждый ФИП УЗКОЙ "феноменологической симметрии" определяется, 

вообще говоря, заданием й +1 кортежей длины № над множеством 

\ 

(АЙ = {р, $, в ый =>», 

Целых полонитольных чисел ” 
^ 

` 
и 

рр... 6) феей 

р, И2@, ‚ СЁ



и целого полохительного числа © ›, назнзасмих, соствототвенио 

кратностью, рангом и порядком зизическое структурн О р, 5 = 

Однако практически всс иногообразие з„изических Законов С80-- 

дится к следуцим трум простзйшим типом узномевологической сим» 

метрии: 

|. фоном нологаческая симметрия пространетьиьного типа} 

Чызется одно мноисство зизических озоситов #05 з Л5Оми двум 

объектам этого инохостьа КЕ 00 с полощьо пекоторой эзкопери“ 

ментальной процодуры сопоставляется одно число ©,» « Если из 

мнохества 000 внорать произвольным образом подынохаетво 

нс ЖЖ состонщее 3 /М элементов, то ноиху 1 м7 (9 -4} 

экоперименхальными данными Я’ ‚ относящимися с любой ларе 

ие, к) = Ян х ру ‚ имест место одна (Ё = 1) аналитическая яд. 

ВИСИМОСТЬ 

ср (Я, @ ‚...› @ 4) = 0, ‹) 

нид которой ие зависит от выбора подмнокоства 6. 5 

2. ®зномненологичоская симметрия механического типа: 

Имвется два. мнохества цизических объектов 06 В 16 о" Ка 

дой паре объектов (г, ©) (одному элементу Се)5 и одному 

элементу Се $6 ) с ПОМОЩЬЮ некоторой зкоперимение "эной процеду> 

ры сопоставияечся одно число (7;, ° Если из множества 22 выбе 

рать проиавольным образом подмножество Зы о Си Стоящев ива 1/9 

злементов, а Из множества  - подмножество д6„ › состоящее 

из #)  злементов, 90 менду М экоперинентальными значенияны 

О. » относящимися к любой паре (6,9) 6, }› ИМбох место 

одна /#=4) аноличическая зависимость 

. 2 
К (и, Фуа, ›--› Чин) 2 ©, (2) 

т 

Вид которой не зависит от выбора подмнонеотв ‚ 08. Ы 6 в



*, фФеноменологическая симметрия релятивистского типа: 

Имеется одно множество физических объектов 0$ .- Кахдому 

объекту этого иножества ( с помощью некоторой эксперименталь- 

ной процедуры сопоставляется $ чисва Я 9 ..., д. 

Вели из множества (6 выбрать произвольным образом подмномест- 

зо ос, ‚ состоящее из 5+4 элемента, то между $(5+1) 

экспериментальными значениями а имеет место одна аналитичес-= 

Кая зависимость 

/ (9. 2“ и &) 
ср (а дна а, ;...; 9, 24%... 96-03) 

вид юторой не зависит от выбора подмножества а о 

Можно показать, что требование существования соотношения (Т) 

(или (2), или (3) ), инвариантного относительно выбора соотвотот-- 

вующего подмнохоства, является достаточным не только для нахожде-- 

вия вида функции о ‚ представляющей собой физический закон в 

его наиболее естественном виде, но. и для получения поту, 

набора экспериментальных значений (;, (или Ям › ИИ д" у. 

В следующих статьях мы приведем математический аппарат, воз-= 

никающий при описаний феноменологической симметрии и в качестве 

его прилохе“ий получим закон Ньютона, первое и второе начала тер- 

модинамики, принции постоянства скорости света и многие другие фи 

зические утзверидения обычно: принимаемце без доказательства». 
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МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ 
ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР, 

4 

  

Высиим долгом физиков является 
поиск *ех общих элементарных в2= 

конов, из которых пучем чистой 

‚ дедукции можно получить карзиву 
мира. 

Альберт Эйнитейя о 

$ Ть Отношения как исходное ПОНЯЗиО 
научной картины мира. 

Высшая цеяь науки состоит в создании просзой и ЯСВОЙ КО 

тины мира. Это необходимо не только для того, чтобы обресян 

власть над природой, подчинить ее, преследуя чисто утилизериие 

цели, но и для того, чтобы удовлетворить извечное хелание Че 

ловека в познании Мира, которое, говоря словами Эйнихеойна ноя 

но сравнить с тоской, неотразимо злекущей горожанина ма окрухе» 

цей ого шумной и мутной среды к чихим высокогорнии ландиебтан, 

где зэгляд дэлеко проникае через неподвижный чисУыИ воздух, 

тещась спокойными очертаниями, которые камузся предназначении» 

мм для зечности", 

Созданизм карзины мира зенимеюся, неждый по ововму „эко 

номист и бколог , социолог и химик, физик И ДИНГРИСТ. Развличин 

их пути. Но ес» ночто общее, присумее в той ян иной отеленя, 

каждому из них. Это перзый этап. Ои требуея от всоледовезеля 
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глубочайшей интуиции и состоит ъ объединении всех изучаемых объ- 

вкхов в одно или несколько ынолеств с более или монее четко ол- 

ределенными элементами. ( Канторовское определение множества 

как " объединенио в одно целов объектов хорошо различаемых на“ 

шей интуицией или нашей мыслью" с самого начала исключает ИЗ 

рассмотрения мнохества, элементы которых плохо определены; так 

нельзя говорить ‚, например, © миомветве идеи. Кроме торо, необ- 

ходимо ‚, Чтобы элументи были различны моду 6000й). 

Свойства олсментов любого ннохсства пролваямтоя лишь В 

отнощении их друг к другу. 

Таким образом, лостроирь вахчвуь картину мира = это зна“ 

чит найти такиь общих иринцивы, которые позволили бы унифициро- 

вать различные ога вин у сизцифричесьие дая изучаемых объектов. 

Обцая Кош пиия ›, которой ив идем последовательно при ^ 

дер иваться, сволизин в сне И * 

Предметом изучения д: ‚А научной теорий иванются ше. 
Е . = „ инь нае, = =. 

са 4 пои Ян мторивльного мира, м отношения между НИМИ. 
-. ое чины + 

  

—- > “ нае +   

‘ва КоМленция боерьх начано ок метода индукции Бокона и 

близки гаскома Ъзглядов Ньютона , сформулированной им во 1в10“ 

ром цъдании. “ Натенатических начал натуральной философии? "Я 

не ильшнляю гипотез рее и Перье ), - пише он в 

последнем "ОО и поучении",- Все же, что не выводится из явл, 

ний, долхно называться гипотезой; гинотезам ие мотафизическим, 

физическим, механическим, скрытным свойствам не место в иконы 

риментальной шилософииь " 

Согласно этой концепции вопрос, например, › 0 том, ивля- 

езое ли свет волной или потоком световых корпускун линен 
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всякого смисла. 

Он долиен бить сформулирован по-другому: в каких отно 

нениях находятся свое и различене объекты материального ми“ 

ра ( липрракииоь ‘но рейсеки » интеровревционные и поляризацион- 

нно приборы, вБущесоьо и олурвитарние частиц)? 

Как известно, отвое при первой постановке воироса вырас- 

вает в целую проблему и " новидимону › нет никаких шансов» = пи 

шут А.ЭЙншесив и Л. Инельд в " Эволюции физики", > последо- 

вательно оцисать свотовье ивленин, выбрав только какую-либо од- 

ну из двух возиожных теорий. Положение таково, что мы должны 

примовить иногда одну теорию › а иногда другую, в время от 

времени и чу и другую. Мы встретились с трудностью нового рода. 

Налицо две противоречивые картини реальности, но ни одна из 

них в отдельности не объясняет всех световых явлений, а совивст- 

но они их объясним! Бак возмохно соединить обе эти картины? 

Как понять обе эти совершенно различные стороны света? Не лег- 

ко разрешить эту новую трудность. Опять мы встречаемся с фувда-- 

ментальной проблемой... Здьсь мы снова имеем дело © проблемой , 

для решения которой нуцин новые пранциии ( подчеркнуто нами 

Ю.К.)". 

‚ ци №6 ‚, отбросив всякие гипожезы о природе света, стать 

на точку зрения отношений , +0 тот фак’, ЧФо один и тот це 

объект ( в данном случае, свет) может находиться в различных 

отношениях с другими мазериальными объектами ( с диффракционны- 

ми, интерференционными, поляризационними и т.Пь приборами с од- 

ной стороны, и с веществом и элементарными частицами с другой), 
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ие только не покажется парадоксальным, но будет выглядеть 

тона остественным н даже тривиальным . В самом деле, ведь не 

Видим хе мы ничего особенного в том, что одно и то в материа- 

фъное тео ( например, металлический шарик) находится в одних 

‘отношениях с множеством пружинок, сообщающих ему различные ус- 

корения, и в других отноиениях с набором термостатов и адиаба- 

тических оболочек, с помощью которых мы можем переводить его 

из одного хермодинамическохго состояния в другое. . 

$ 2. Возможно ли строгое определение 
исходных понятий? 

Прежде всего мы оказываемся перед 
трудностями, когда хотим дать опреде 
ление основным понятиям... Эти затруд- 
нения непреодолимы 

Анри Пуанкаре 

Итак ‚, первый шаг на пути познания мира состоит в объе- 

динении всех нзучаемих объектов в одно или несколько множеств. 

Уже ва этом этапе мы схалкиваемся с большим числом терминов ›, 

предназначенных для обозначения хех или иных объектов материаль- 

ного мира, объединяемых в различные мнохества = события, тела, 

источники тока, источники поля, термодинамические состояния , 

проводники › совет, зоцество, элементарные частицы и т.д, и т.п, | 

Эти термины носят исключительно ИТУ итивный характер, Ме? 

ие можем дать им кокое элибо определение, не рискуя внасть н 

фавтологию ( например, событие = 50 язрение, ИЛИ СОбЫТИО о 

Ф0, что произошло). 
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Вдинственное , что мы можем сделать, это указать на реаль-. 

ные объекты и сказать; " Вот это и это == источники тока, а э%0 

и это > проводники". Но можно себе представить насколько расилыьв- 

чалой и неопределенной выглядела бы наука, если бы вв первичными 

понятиями являлись упомянутые выше объекты, Эти опасения наибо- 

лее отчетливо и откровенно сформулировал Дк.Синг: " 0 существую- 
неравенстве 

щем в действительностиу МФ ( ©- описание физических объектов в 

терминах измерительных операций ‚ ^ = описание физических объ- 

октов на явыке математики, Ю.К.) лучше не гозорить громче чем 

шепотом, ибо это чрезвычайно опасно, > пишет он в своей книге 

" Общая теория относительности". = Стоих поверить этому неравен- 

ству, как ху? хе окакется разорванной связь между математикой 

и физикой, и как фа, хак и другая ‚, станут бесплодными» потеряв 

возможность взаимного оплодотворения. Здесь мы позволим себе ска- 

зать об этом шепотом лишь в качестве извинения перед читателем, 

который надеялся увидеть математику и физику общей теории отно- 

сительности, связанными прочными цепями ясной и последоважель- 

ной логичной инсли. это невозмокно, Сначала и до конца нам нв- 

избехно придется изворачиважься , действуя наобум, И если в _ 

‘этой книге будут некорректности при различении МиФ, 10 их 

будет не больше , чем допущено ( и с необходимостью должно 

быть допущено) во всех аналогичных книгах. Такого рода пачаль-- 

ное полохение присуще не только общей теории относизельности; 

формула М#Ф вечный спутник любой области математической фи- 

зики", 
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К счастью, такая пессимистическая точка зрения является 

ошибочной. | 

Поскольку предметом. изучения научной теории являются не 

сами объекты реального мира, которые в принципе не могут бызь 

последовательно и логически схрого определены, а отношения мож 

ду ними ›, то вся проблема сводится к строгому определению от- 

ношений между элементами одного или нескольких мнонеств произ- 

вольной природы. 

И вот оказывается , что несмотря на то, что само понятие 

мнохества остается неопределенным, можно дать предельно строгое 

определение понятию отношения, 3 хотором находяхся ага элементн. 

Отметим, что с понятием отношения тесно связаны наибслее 

фундаментальные понятия физики, - физические величини ( рассто- 

яние , время, энергия, масса, температура, энтре’ и, электри- 

ческий заряд ‚, тензор электромагнитного поля и т.р} ‚ Таким 00-- 

разом, не имол возможности деть содерхательные опроделения тер- 

минам, обозначающих объекты реального мира ‚ ми, тем пе менее, 

можем и обяазны дзаь предельно строгиз определения оАсвным 

физическим понятиям. 50 необходимо сделать, Т.П 3 Ирочивном 

случае все величестесгисе эдакие физики оказалеь “ы построен“ 

ным на песне. 

Т”*, рассматривая чоожество событий Ме = к, 

происходящих В олной и 19И из точке пространстза и анализи» 

рун результаты соответствуюмого эксперимента ( эксперимент та - 

кого родв мы будем в дальл‘Чшемоназыват» Фундаментальный} мы 

сиожам заметить, 970 мохду сломя произвольныни гобытиямя 

1 
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ии ‚р › существуют определенные отношения. При этом ока- 

зывается, Что эти отношения инвариавтны относительно зыбора трех- 

элементного подинохества зе 1, и, р} ь 

Факт существования такого отношения позволяет ввести 

понятие времени, которое является ни чем иным как инвариантной 

характеристикой отношений мехду событиями. А тан нак э70 отноше 

ние не зависии от конкретного выбора событий , 10 и возникно 

представление о времени как о самостоятельном объекяе ( Чо 

“мо вроде (“ временного потона"), существующем независимо от са- 

них событий, 

Точно чак же оботоит дено и с другими физическими поня- 

ъзиями, точный смысл которых может быть выяснен Фолько с точки 

‚рения инвариантных отношений, существующих между объектами на 

вриального мира, 

$ 3. Особая роль математики в построении научной 

картины мира 
| 

" Мерой ваучности какой-либо доктринн 

служит применимость в ней ‘математики" 

< 

Иммануил Кант. 

В свете вышесказанного постараемся понять ту особую 

роль, которую играет математика в создании научной картины 

мира, Как мы уме указывали выше, все науки, за исключением 

математики, занимаются изучением конкретных отношений, в кото- 

рых находятся объекты реального мира. 
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Что же касаетси математики, то ев своеобразие состоия 

р ком, что главной се задачей является | 

изучение и унификация отношений, существующих между 

элементами эбстракяных мнохеств, отнощений как таковых, 

взятых в чистом виде, безотносительно к каким-лиоо кон = 

крежным объектам.   ( Эли ' отношения ‚ взятые сами по себе, безотносительно к чему- 

-пибо, называются математическими структурами). Любопытно, что 

в рамках самой математики существуют критерии, позволяющие вы“ 

нелияь из огромного разнообразия всех мыслимых структур интерос-- 

ные, богатые сотруклуры в отличие от бедных и тривиальных . При 

этом оказывается, что большинство внотривиальных математических 

структур допускает интерпретация на языне объектов материально” 

20 мира» Более зоо бо клониы думать, что любая научная дис“ 

циллина, изучающая конкретные отношения мехду материальными 

объектами ‚, в конце концов достигает такого уровня, на кото“ 

ром реальные отнотения очищенные от всего внениего „. случайного 

н несущественного , оказываются тохдественными с одной из мно 

гочисленных математических структур, априорно супествующих 

В ЧИСТОЙ математике, | 

Таким образом, особея роль матоматики в построении на- 

учной картины мира состоит в том, что она поставляет для раз - 

лячНЫх ‘разделов науки своего рода полуфабрикаты , з виде раз- 

вообразных математических структур вместе с соответствующими 

яксиомами, теоремами и эффективными правилами вывода. 

Что же касается задачи любой конкретной науки, то она сос- 

от в установлении соответствия между конкрезными объектами 
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рвального мира и абстрактными мномесивами ‘с заданными на них. 

математическими структурами, з интерпретации соответствующих 

математических структур на языке объектов материального мира. 

34. 410 таков математика 7? 

В своей аксиоматической форме современ 

ная математика представляется скоиле- 

нием абстрактных форм-математических 

структур. и оказывается ( хотя по су- 

ществу и неизвестно, ночему), что не 

кофорые аспек@ны эксперименжальной дей-° 

ствительности нзк будто в результахе 

предопределения укладываюхся зв некото- 

рые из этих форм. 

Н, Бурбаки 

Чтобы понязь., в чем смысл и значение фундаментального 

для всей излагаемой ниже теории, ПОНЯТИЯ физической струв= 

фуры. нам придется начать с вопроса о сущности математики, 0 

природе математических объектов, об определении математических 

схруктур. При этом мы доляны сразу уе оговориться, что этот 

параграф отнюдь не претендует на то, чтобы дать точное пред = 

ставление об истинном положении дел в математике. Здесь пойдея 

речь лишь о весьма грубом -= схематическом и идеализированном 

приблимении, которое, тем не менее ‚, оказывается достаточным для 

понимания общей идеи, положенной в основу излагаемой ниже тео- 

рии. 
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Т. Развитие васлядов на природу математических 

объектов 

Для того, чтобы лучше представить себе современную точку 

зрения на математический мир в целом, рассмотрим. последователь-- 

ные этапы развития представлений природе математических объек- 

тов: 

Первый этаи: Классическая концепция». 

( от античности до середины ХЕХ вока) 

Характерной особенностью этого периода ‘является пояное 

вдинодушие относительно тех объектов, с которыии приходится 

иметь дело математикам; это = числа, величины и фигуры, мыслимые 

как идеэлизированные " абстракции" чувственного опыта и сох» 

раняющие всю разнородность последвих. При этом большинство ма- 

тенатиков. и философов было твердо убехдено в том, что эти объек- 

ен ЯВЛЯЮТСЯ произвольным созданием нащего разума; они существу-- 

юз независимо от нас ›‚ как И объекты реального мира, и не в на 

шей власти придать им произвольные свойства, кэк ке властен фи- 

зик изменить какой-нибудь закон природы. 

Второй этап, Арифметизация классической математики, 

( Вторая половина ХТХ века) 

Новый этап развития представлений о природе математичес-- 

КЕХ Объектов состоил в замене первоначального плюрализма") (чис- 

ла, величины. фигуры) унитарной . концепцией ‚, о которой мечтали 

пифагорейцы ( " Все вещи суть числа"). . 
‹ 

1) Нлюрализм“ мировозрение, согласно которому в основе мира лежит 
мнохество самостоятельных, независимых су ‘постей, 

‚ Унитарный — 01 фр. илёбасе; = единый. 
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Дело в том, что к 18?0 году после открытия“патологичес-- 

ких" фактов в анализе ‚ возникла настоятельная необходимость из- 

бавления от всяких следов геометрической интуиции при определе- 

нии действительных чисел, Благодаря работам Вейерштрасса, Деде - 

кинда и Кантора, интериретирозавших действительные числа в тер- 

минах натурального ряда, эта проблема была блестяще ремена. 1 а- 

ким образом удалось арифметизировать ( и тем самым полностью уза-- 

конить) не только геометрию Евклида, но и неевклидовы геометрин 

и всз новые алгебраические объекты, появивщиеся к. началу ХХ века. 

Начиная с этого момента натуральные числа стали основой 

классической мачематики. 

Что ке касается природы целых чисел, то большинство ма-- 

теМатинков качинавет склоняться к мысли Гаусса о натуральных чис- 

дах как об " исключизельных творениях нашего разума" Математики 

начинают отчетливо сознавать, что в математике вполне законно 

рассуждать об объектах, не имеющих никакой чувсевенной интер = 

претации. 

не ант, 

ХХ века). . 

Дальнейшее обоснование арифметики тесно связано с име- 

ними Дедокинда и Пеано . В восьмидесятых годах прошлого столе- 

тия им удалось сформулировать полную систему аксиом арифметики, 

согласно которой понятие натурального числа сводится к основ= 

ным понятиям теории мномесяв, созданной в конце ХГХ века гением 

Кантора. Таким образом, новый этап развития математики происхо- 

дит под прямым или косвенным влиянием теории множеств, " Если 

прежде ,“- пишут Н. Бурбаки в " Теории множеств", = могли думать 
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что ‚каждая отрасль математики зависит от специфических интуиций, 

дающих ей первичные понятия и ИСТИНЫ,» и потому для каждой от = 

расли необходим свой специфический формализованный язык, то 9” 

годия мы знаем» что логически говоря, возможно вывести почти всю 

современную математику из единого источника "Теории множеств". 

[ Теория множеств и в6 ближайшие приложения, = отмечает ака де- 

' мик П.С.Александров,- не только образовали новый предмет мате", 

матического исследования; аначение теории множеств оказалось Н9” 

измеримо большим: она дала универсальный новый метод» быстро 

захвативший всю математику" 

`Оказалось, далее, что теоретико--мнокествениая концепция 

располагает столь мошным аппаратом понятий и методов, что мо > 

жет слухить не только фундаментом всей современной математики, 

но и непосредственно употребляться для описания самых различ“ 

ных наук = от физики до биологии и лингвистики, | 

Итек, согласно пворотико-мнохествеяной концепции одинствен.. 

ными математическими объектами являются различные множества, На 

деленные теми или иными свойствами, 

Эта концепция, удобная при формулировке аксиом отдельных 

теорий, не смогла ›, однако, устранить бесформенный хаос в мате- 

матическом мире в целом ( „Сколько различных множеств =“ столько 

различных теорий). 

2. Анзиоматическая и содерхательная 

\ 

теории множеств. ‘ 

Понятие множества долгое время рассматривалось как перво-- 

начальное и неопределимое, и было объектом мвогочисленных спо“ 

1 
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ров, вызванных характером его исключительной общности и весьма 

туманной природой представлений, которое оно у нас вызывает. 

и Трудности исчезли толвКо тогда, — отмечают Бурбаки, = 

когда исчезло само понятие мнокества (ис ним все метафизичес- 

кие псевдопроблемы относительно иатематических 1 объектов) в рег 

зультате недавних исследований о логическом формадизме. С точки 

врения этой концепции единственными математическими объектами 

становятся, собственно говоря, математические структуры". Но как 

совместить это утвридение Бурбаки об 1 исчезновении" понятия 

мнонества с их же , приведенным выше , высказыванием о том, что 

почти вся современная математика может быть получена из едино- 

го источника - Теории мноместв? Чтобы понять в чем тут дело, не- 

обходимо уяснить себе, хотя бы в общих чертах, суть зах ради- 

кальных идей, которые связаны с современным этапом развития мате-- 

матики. 

Характерной особенностью современной математики является 

руковедящий принции , согласно которому " природа“ математичес- 

ких объектов не.играет никакой роли; важны лишь отношения, в 

которых они находятся . В соответствии с этим принципом в сов- 

ременной формализованной теории все классические математические 

объекты ( действительные и ковлексные числа, фигуры ‚ натураль- 

ные "тисла, мнонества и т.п.) объявляются лишь безликими символа- 

ми ( Оуквами или Фермами}, лишенными каких-либо свойств. Объек- 

том хе изучения становятся различного рода отношения, в кото- 

рых могут находиться эти синволы, 

Сущесзвующий общий метод изучения этих отношений сводит- 

ия к введению эффективных правил, позволяющих из произвольной 
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последовательности символов выделять определенные подклассы. | 

называемые термами, аксиомами, правилами вывода, теоремами и ис- 

ИНЫМИ предложениями”). В приципе эти правила могут быль 

произвольными. Однако существует ряд сообранений, согласно кото-- 

рым некоторым правилам отдается явное предпочтение перед вовми 

другими. К соображениям такого рода прежде зсего относихоя тре“ 

роление вепротиворечивости. Кроме того существуют крилерии, упс. 

‚мянутно в 4 3, позволяющие сотделить интересные, содорхательные 

правила 01 неинтересных и бессодержательных. Дело в том,что при 

одном выборе аксиом, появляется возможность получать все новые 

Ч новые теоремы и число их мохет возрастать до бесконечности 

Но мохет случиться и так, что при других празилах мы сможем по 

дучить всего несколько яривиальных чеорем, а все остальные будул 

лишь повторением . Ясно, чта интересные ( с точки зрения самой 

же математики) правила зв первом случае предпочтительнее бессолер- 

жательных правил во втором. 

Среди таких немногих, предпочтительных правил,.хорошо изу" 

ченных к настоящему времени ‚, являются правила, на основе ното- 

рых строится формализованная математическая теория 9, „ назы- 

вазмая формальной логикой, 

Вводя дополнительные правила ‚ такие удовлятворяющие упо- 

мянутым вние ‘общим сообраиениям ; можно получить теорию 7 бо- 

лее сильную чем 7, 

На современном этапе существует лишь одна теория У брлее 

сильная чем А И в то хе время болев слабая чем любая . из = 
г 

1) Согласно известнойтеоремо Гёделя о неполноте существуют такие 
формализованные тёории, для которых можно построить истинные 
предложения, не язляющиеся теоремами этой теории. 

ее. 

   



# 
вестная к настоящему времени, конкретная аксиоматизируемая мате- 
матическая теория. Это формализованная или аксиоматическая Тео- 
рия множеств,’ рассматриваемая с чистс синтаксической точки зре- 
ния ( т.е. с точки зрения возмоиного расположения символов). 

имеется несколько вариантов систем аксиом, которые могут 
быть положены в основание, вообще говоря, различных Теорий 
мнохеств, Главные из них следующие: 

Г, Система Цермело - Френкеля и близкая к ней система Бур- 
баки, 

г. система Неймана -Бернайса- Гёделя И 

3. логицистическая система Куайна = Вана. 

Однако наличие нескольких конкурирующих между собой Тво-. 
рий мнохеств вряд ли опасно, по крайней мере до мах пор, пока 
они не вносят существенных перемен в ИВхдОДНОВНУЮ доятельносчь 
математиков и физиков. 

Аксиоматическая Теория множеств допускает интерпретацию, 
Тт.6@.наделение рассматриваемых знакосочетаний определенным содер- 
панием. В этом случае говорят о содержательной или " наивной" 
теории множеств. 

Таким образом, в зксиоматической Теории множеств термины 
" элемент множества" ин множество" означают точные синонимы 
слов " буква" или " терм" ( знакосочетание определенного ви- 
да) и обессмыслено говорить о каких-либо свойстезвах множеств 
или их элементов. В содержательной же теории термин " мно- 
иестко" является исходвни , порвоначальным, неопределяемым по- 
нятивм, > ним связаны интуитивные представления о совокупнос-- 
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ти объектов, обладающих теми или иными " свойствами" и находя- 

щихся мекду собой ‘в неких соотношениях. 

` Итак, когда Бурбаки говорят об " исчезновении" понятия 

мнояества, они имеют в виду возможность сведения туманных 

оваеиим наивной“ теории множеств и четко определенным прави-_ 

‘лам, согласно которым строится эвсиоматическая Теория множеств 

9. 

3, Математические структуры, 

Как ухе упоминалось, недавние исследования о логическом 

бформализме позволили свести понятия " наивной" теории мнохеств 

к опредаленным отношениям, существующим между различными комби- 

нациями абстрактных символов. Значение этих исследований состо- 

ит прехде всего в том, что освобождая терминологию современной 

математики от каких бы то ни было наглядных образов и интуитив- 

ных представлений, удалось выделить в чистом видео ‚, то первичнов 

понятие = математическую структуру, Которое, выражая идею озно-- 

мений, лежит в основании всей современной математики , с0с- 

тавляет ее сущность и является могущественным рычагом, поз - 

воляющим унифицировать огромные области не только математики, 

но и физики, в которых ‚, как некогда казалось, царил самый бес- 

форменный хаос. 

Роли с точки зрения теоретико-множественной концепции 

главным ‚Нъектом математики являются множества, элементы ко- 

торнх обладают теми или иными свойствами и находятся в опреде“ 

ленных отношениях друг к другу, то согласно Современной  нон- 

ценции математических структур единственными объектами изуче - 
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ния в дформализованной математической твории являются отно- 

шения, взятые сами по себе, безотносительно К чему-либо „ И ТОЯь 

ко после определенной интериретации мы момем говорить от отно- 

шениях между элементами мнокества, между натуральными числами, 

между прямой и плоскостью и т.п. 

Итак, уточним, что мы понимаем под математической струк- 

турой. 

Прежде всего отметим, что понятие структуры ‚, тесно свя- 

занное с отношениями мехду абстрактными знакосочетаниями, имо- 

вт смысл не в любой хормализованной теории, а лишь в теории, 

более сильной чем Теория множеств Я, Это обстоятельство да- 

ет н.м возможность применять теоретико-мнохественную термино- 

логию, хотя необходимо иметь в виду, что, строго говоря, не-- 

возможно сформулировать общие и точные определения, касающиеся 

структур, оставаясь в рамках содерхательной- теории множеств. 

Мы ограничимся тем, что дадим два определения математической 

структуры в терминах " наивной“ теории множеств: одно очень 

грубое, другое несколько более строгое. | 

Задать математическую структуру это значит задать одно 

или несколько отношений, в которых находятся мехду собой эле- 

менты ( или подмнокества) некоторого абстракяного множества и 

Указать систему условий (аксиом), которым удовлетворяют дан - 

ные отношения, 

Существенный недостаток этого определения состоит зв том, 

что остается неясным, что понимается нод отношением между эле- 

ментами ( или иподмножествами) некоторого абстрактного множест- 

ва. | 
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Не углубляясь в детали , отметим, что задать отношение 

между двумя элементами двух произвольных мнонеслв Аи В, это 

значит из множества всех подмножеств множества АхВ выбрать по 

определенному правилу один единственный элемент 

3=Ф(^*8) (1) 
‚ Точно так ие можно задать определенные отношения мехду произ-- 

} 

вольными подмножествами множества А, если выбрать один элемент 

уе #(#(4) ©) 

Итак, задать математическую структуру на исходных мнолоствах 

А» Ву с..о С это значит задать схему построения из Ив, 

некоторого множества подмножеств В ( вида (ТГ) или (2 )) и 

ряд правил ( аксиом) ‚, позволяющих выбрать из единственный 

элемент - подмножество определенного вида. 

Среди огромного разнообразия мыслимых структур к настоя- 

щему времени известны только три типа, к которым сводятся все 

остальные. Это ‚, так называемые, порождающие структури: 

Т. Структура порядка ‚ задаваемая схемой 

3 = 4 (4>4) 

и, играющая чрезвычайно важную роль при рассмотрении от. 

ношений, приводящих к понятию натурального числа, 

2‹ алгебраическая структура. со схемой 

5а $ ((4*^)нл) 
выражающая идею операции и, наконец 

8. топологическвя структура ‚, в основе которой лежит схе-- 
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уе (4) 

непосредсевенно освизанная с интуитивныии понятиями непрерывно- 

сти, окрестности и предела. 

4, Современная’ концепция иерархии структур. 

Понятие математической структуры позволяет совершенно по- 

новому взглянуть на математический мир в целом, 

На смену традиционному порядку , который, подобно первым 

классификациям хивотных, ограничивался тем, что расставлял ря- 

дом друг с другом теории, представляющие наибольшее внешнее 

оходство, пришел новый упорядочивающий принцип > концепция 

структур, идущей от простого к слокному ‚ от общего к частному. 

Согласно этой концепции все разнообразие изучаемых матема- 

тикой отношений сводится к некоторым первичным, простейшим от- 

ношениям, к так называемым порождающим структурам. 

Три структуры - структура порядка, алгебраическая и топо-- 

догическая структуры являются теми основными кирпичиками, Из 

которых построено величественно строгое и богатов своим раз- 

нообразивм здание математики. 

Даже оставаясь в рамках одной ‘порождающей структуры, мы 

сталкиваемся с достаточным разнообразием частных структур, т.к. 

наиболее общая структура может быть значительно обогащена за 

счет добавления тех или иных аксиом, Во особенно разнообразны- 

ми являются тТвории, построенные на сложных структурах-- своего 

рода смешанных браках, в козорые входит одновременно несколько 

порождающих структур, но не иросто совмещенных друг с другом, а 

= СТ №



органически скомбинированных при помощи одной или нескольких 

связующих их аксиом. 
{ 

, ` ь " 
а $ 5. Исчериали ЛИ себя классические разделы теоретичес- 

кой физики 2 

` 

" Исследования, имеющие исходным пунк- 

том общие понятия, нужны прежде все- 

го для того, чтобы движению влеред 

и успехам в познании связи вещей не 

препятствовали ограниченности поня- 

тий и укоренившиеся предрассудки". 

Риман. 

В настоящее - время, несиотря на серьезные  прудности в облас- 

ти сильных взаимодействий, теоретическая физика продолжает бур-- 

но развиваться. 000608 место, попрежнему ‚, занимают работы по 

теории элементарных частиц, так как ни у кого не возникает сом- 

ненья в том, что именно здесь сосредоточены проблемы, связанные 

с наиболее глубокими физическими принципами, Что же касается 

остальных традиционных разделов теоретической физики, ставших 

уже классичёскими, таких как механика, специальная теория от- 

носительности, термодинамика, электродинамика, квантовая мехе- 

нике, 0 инферес к ним постепенно угас и подавляющее большин- 

ство работ в этой области ‘носит искиючительно утилитарный харак“ 

тер. 

Действительно, согласие перечисленных разделов теоротиче: 
кой физики с экспериментом настолько убедительно, а математичес. 

кий аппарат их настолько хорошо разработан, что всякая попытка 

пересмотреть принципиальную сторону теории с целью ее улучнения, 
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заранее кажется обреченной на неудачу. 

И тем не менее, прежде чем хоронить, разумеется, со всеми 

подобающими почестями, многие разделы теоретической физики 

как исчерпавшие себя в идейном отношении, стоит еще раз заду“ 

маться над их эвристическим содержанием. 

В самом деле, ценность по настоящему глубокой физической 

теории не исчерпывается 989 утилитарным значением - способностью 

связывать между собой различные известные физические явления 

и предсказывать новые, Последовательная физическая теория 06- 

ладает еще и эвристической ценностью . в ней заложены , час- 

зо в скрытой форые, некоторые глубокие физические принципы, ко- 

торые при умелой экстраполяции за пределы данной теории могут 

привести к созданию нового формализма или стать исходным пунк 

том новых физических идей. 

Вспомним, например, гамильтонову формулировку классичес- 

кой механики ( Функции Лагранха и Гамильтона, скобки Пуассона, 

уравнение Гамильтона = Якоби, адиабаъические инварианты И 

Т.И.) Представляя собой ‚ по сути дела, лишь новую формули- 

ровку известных законов Ньютона, гамильтонов формелизм явился 

наиболее ацэкватным аппаратом для формулировки квантовой меха- 

ники и тем самым , фактически подготовил осуществление гран- 

диозной революции В естествознании, 

Утилитарвая сторона классических теорий действительно до- 

ведена до соверщенства» трудности, которые здесь имеются, Но- 

сяф почти исключительно математический характер. Что же каса- 

отся эвристического содержании отдельных разделов теоретичес- 

кой физики, то доке для клоссичоских теорий эта сторона воп- 

о) =



роса остается совершенно неразработанной. 
Как довольно ядовито подметил Ди.Синге " физики сравни-- 

тельно мало задумываются над тем, почему и как они делают то, 
что они делают, и против этого нельзя сильно возражать, так 
как человеческая активность подавляется самоанализом. 

Однако имеются случаи, когда опасность интеллектуальной 
путаницы больше опасности самоанализа." 

$ 6. Золотой вок физики и архитектурные 

излишества". | Отсутствие серьезных работ по основаниям физики объясняется 
отчасти трудностями, возникающими при попытке дать точную форму-- 
лировку задачи, которая с одной стороныьв отличие от конкретных 
физических задач, связана с наиболее общими законами, присущими 
различным физическим теориям, а с другой стороны, в отличие от 
философии, позволяла бы сформулировать эти закономерности на 
привычном аналитическом языке уравнений, 

С подобной ситуаций в математико впервые столкнулся Эйлер ири 
рещении топологической задачи о кенигоберских мостах, Он сразу же 
осознал, что она не может быть решена обычными методами геомет--. 
Рии»алтебры или комбинаторики , решил ве, но сообщая решение Карлу 
Элеру, писал: Это решение по-видимому ‚имеет мало отношения К ма“ 
тематике, и мне непонятно, почему следует скорее от математика 
охидать этого решения, некели от какого-нибудьдругого человека, 
ибо это решение подкрепляется одним только расуждением, и нот 
необходимости привлекать для нахокдения этого решения какие» 

я 
“” либо законы, свойственные математике. р Короче говоря, последовательное ренение проблемы оснований 
‚физики требует особон методиЕ” исследования, существенно от -- 
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дичной 0е той ‚ Которая выработа ась в течение длительного 

времени при рещении конкретных физических задач. 

Эйнштейн, как может быть, никто из современных физиков, 

°всю жизнь искал общие принципы, из которых путем чистой дедук- 

ции монно было бы получить картину мира. 

" На прохяжении долгих лет, < писал он,-я всеми силами 

стремился придавать ясность основаниям науки и совершенство = 

вать ихи. 

Однако своего рода отступничеством от научной веры с®ало 

считаться всякое высказывание сомнения в соверненсяве ириз- 

нанных трактовок теории. В этом сказались и факты обожествяе> 

нающие выявить недостаяки грактовки и изложения теорий, 

Так, например, построение и изломение специальной зворин 

озносивельности за шестьдесят лет ве существования упорно сохра- 

няе" все недостатки формального и далеко. не’ совершенного в ло-- 

лическом отношении перзоизложения -. Нелогичность принятого но- 

строения этой действичельно простейшей из современных теорий, 

к стыду нногочисленной армии нескольких поколений физиков, бы- 

ла отмечена самим хе Эйнштейном в конце его жизни. Однако, Е. 

этому врямеви всеобщая вера в совершенство принятого излоке- 

ния настолько укрепилась, что к замечанию самого создателя зе0- 

рии отнеслись без додиного внимания. 

Гиавная ме причина такого одностороннего развития теоре- 

тической физики, когда на передний план ставится утилитарная 

сторона дела, состомт в том, что сам вопрос об общих законах 
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построения физических теорий был просто прендезврем нным. 

Действительно ,› лериод,. начавнийся созлацием специальной 

теории относительности и современной кранховой механики и ва- 

КончивиийСя объясиёнием лэмбовского сдвига и зномального маг 

нзного момента электрова в квантовой элэктродинамике › по праву 

може бнть назван " золотым веком" физики, отот период был за - 

р тем, что ‘удивихельное согласие розультетов теории с 

эксйериментом достигалось формальчым решением уравнений, содер- 

жаних величины, наши знания о которых отрагичены позэрхиосены- 

ми, интуиливными представлениями, 

Возникла любопытная ситуация:, с одной стороны ^* совернен- 

ый математический аппарат, с другой - поверхлостная интуиция, 

от которой нельзя избавиться, когда речь заходит о фундамен- 

тальных для всей физики понятиях, таких КАК длино м время, . 

энертия, электрический заряд и энтропия и т.п. 

В связи с этим ва может из возникнуть вопрос, виолне вс- 

тестенный для эпохи “ зочотого века" ; А нукны ли вообще точнин 

определения исходных физических понятий? Нэ извляется ли сфром- 

дение к логически заворщенным физическим твориям своехо рода 

" архихектурным излинеством"? 

Дойсхвительно , Что может дать уточнение и первосмыслина-- 

ние исходных понятий, если уравнения твории, весъ ее формали-- 

зм остаюзся без изменения? Ведь для того» чтобы получату 

презосходное согласие вызохов теории в экспериментом, нот но- 

обходимости вникать в тонкости опрелелений. длины ‘и времени, 

масоны и энергии, волновой‘ функции и заряда электрона, Нухно 
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лишЪ проявить достаточно изооретагельности и извлечь из всемогу- 

щих уравнений нуглный результат. 

0 7. Необходимость новых физических идей и унификации 
  

физических теорий, 
  

Памеки тонкие на то, чего не ве-- 

дает никто. 

м,Ю„ Лермонтов. 

Но " золотой" век физики кончился. Уравнения квантовой меха-- 

ники ‚, теории относительности и квантовой электродинамики, по- 

видимому , исчерпали себя. Становится все более очевидным; чфо 

построение последовательной теории элементарных частиц возможно 

дШЬ на базе новых физических принципов , нового формализма, но- 

вой физической картины мира. Но ясно, что " нельзя даже подой- 

ти к човой теории, не уяснив себе математической природы старых" 

( Фр.Ди.Дайсон). 

Поэтому одной из очередных задач, стоящих перед современной 

физикой, является поиск новых физических принципов, с точки зре- 

ния которых все известные физические теории. являлись бы естест- 

венными часеными случаями. Имея такую единую формулировку ДлЯ 

большинства существующих физических теорий можно надеяться пу- 

тем умелой экстраполяции выйти за их пределы. 

| Конечно, не исключена возможность создания " достаточно 

сезумной" физической творьи более коротким и простым путем без 

кропотливого перземотра всей физики, и особенно ее оснований у 

спызу доверху. Однако, зэполне возмонво, что из новом этапе фи- 
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зики, на эхапе фундамонтальных преобразований физической кар“ 

ИН мира, глубокий анализ общих принципов, упорядочение физи- 

ческих понятий и согласование их с современным ‘уровнем физики 

| пелом, может оказаться полезным в созданий нового формаяизма. 

| Итакь прехде чем строить новую теорию полезно знать, как 

построенн старые классические теории. 

Ко разве наши знания традиционных разделов теоретической 

физики являются недостаточными? Эти знания утилитарны, Они 

вполне достаточны для объяснения почти любого физического яз 

дения, взязого из соответсявующай области, но они недостаточны 

для установления общих физических принципов, из которых форма» 

лизы теории зытокал бы нак далеко нетривиальнов следствив, 

и Пока мы долины признать, = писал эйншхейн незадолго до 

смерти. => 910 не имеем для Физики общей теоретической основя, 

которую моно бышо бы считать ве логическим фундаментом", 

'Фругим ивмаховежным обстоятельством, требующим перосиотра 

сущесявующих бизических эеорий с тоЗки | вромия их унибикевий, 

ивляетои проблема преподавания. ( | 

Дело в ТОМ, что изучение современной физики чрезвычай» 

Ио затруднено олзсутеявием общей кертины строения физики в це 

ном › тенералёного плена, на котором каждому разделу теоречи- 

ческой физики было бы отведено свое, вполне определенное МС 

‚ №0. Отоузствие хе чекой единой физической картини мира приводит 

к тому, чро иоходные акономы ‚‘лежание в основании хех или 

них. равделов бменки, воспинимаются кая случайные, обусловлен= 

ние скорее историческими причинами, недели ‘знутранней необходи 

тб =



мостью, что, естественно, не момет не визвать серьезных труд” 

ностей при попытке установить истинный характер физических зако- 

номерностей , лежащих в основании изучаемой теорий. 

Изучение физики требуе” больших усилий еще и потому, чз, 

каждый ее новый раздел связан с новыми принципами, викак не съя- 

занными с принципами предыдущих разделов, с понятиями, введение 

которых, как правило, основано золько на иНтУИЦИи, С ВОВЫМИ 

уравнениями, которые вводятся в творию без достаточных обосно 

ВОНИЙ. 

Ситуация, слонивнаяся в современной физике, удивихельно 

сходна с полокением дел в махематике в начале ХТХ века. Эварис» 

Гипуа писан по этому поводу $ "И учебные , и научные книги | 

страдают одним и тем ме = отсутствием четности изломения, Возъ“ 

ните любую книгу по алгебре , учебную или научную, и вы 86 

найдете в ней ничего кроме хаотического мнохества теорем, стро-- 

гость которых представляет странный контраст с общим беспоряд- 

‘ком. Какется, чФ0 отдельные сооброиения обошлись эвтору зак | 

дорого, Что у него уже не хватило сил объединить их и чего его 

ум, истощенный идеями, поломенными в основу труда, не в состоя- 

нии породить еще одну мысль ‚ которая вевязала бы их воедино. 

`Если вы, все-таки встретите какой-нибудь метод, какую-нибудь 

связь или схему, со они обязательно оказываются фальшивыми и 

искуссжвенными. Деление на разделы не обосновано, сопоставления 

произвольны, порядок условен. Этот недостаток, еще более тяже- 

°лый, чем отсутствие метода ‚ особенно часто встречается в учеб- 

никах", 
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Наконец, серъезным недостатком существующей аксиоматики, . 

| а вместе с ней и изложения современной физики, язляется отсучст- 

виз в ней глубокой, принципиальной связи с экспериментом, иман- 

но благодаря которой физика и является наукой о’природе. Вени 

же эта связь завузлирована, если ей в эксиоматике отведитоя тре-- 

чъостопенное | место, то изучение физики невольно сводится димь 

8 усвоению математического аппарата в ущерб овладению высокой 

культурой физического мышленияе 

3.8. Три тила отнопений между физическими 

объекиами, 

Чтобы достигнуть совершенства, 

нукно овладеть наукой Единства. 

Из древнеиндийского эпоса 

("Махабхарата") 

Удивительной особенностью материального мира, особенностью, 

которая не может не порахать исследователя, является сущесевова-- 

низ больного числа различных совонупностей, состоящих из 90% 

дественных, принципиально норазличимых, элементов. 

Речь идее о разнообрааных совокупностях химических соеди 

ненин, молекул, атомов, ионов, ядер и элементарных частиц, 

Так одно И то ме химическое совдинение ( молекула, атом, 

нементарная частица) ты быть получено различными способами, ̀ 

но каждый раз мы будем получать соединения ( молекулы. этомы, 

элемениарные частицы) › принципиально, неотличиные друг оз друга. 

Кроме того, зесьма существенно, что все перечисленные совокуне 

носум дискретны, Т»@. в принциие не существуех семейств, проме- 

кувочных между  сомействами, состоящими, например, из молекул: 
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углекислого газа ‘и молекул воды. 

Кстати сказать, Эйнштейн был по-видимому первым, кого по- 

разил факт существования’ принципичльно неразличимых, тождест--, 

венных электронов. Так, И.Е.Тамм в 1955 го ду вопоминал об этом 

замечании эйнитейна, сделанном в сороковых годаж"Оя сказал, что, 

казалось бы, ухе факт существования электрона должен быть дос- 

раточным для построения основ общей теории элементарных частиц. 

Это несомненно гипербола, но она очень харакыерна для  инитейна 

и поучительно противопоставить ее широко распространенной 10ч- 

ке зрения, что решению фундаментальных проблем науки необхо- 

дино`долино предшествовать накопление огромного количества эк- 

сдериментальных данных", | | 

С другой стороны, в реальном мире существуют объекты», 

‚внешие различные, Но по существу‘ близкие друг к другу по своим 

общим свойствам. Мнохества, состоящие из таких объектов, мы бу- 

дем называть феноменологическими ( 0% гр. '/ри-иёветеной ЯВ 

ление). 

Итак, более строго, множество физических объектов 46 назы- 

вается феноменологическим, если отношения мекду двумя объекта» 

МИ (ЕЕ № могут быть охарактеризованы числом Я ‚. Пред- 

ставляющим собой результат измерительной операции и у и если 

для любого 2 ( при произвольном фиксированном к.) всегда 

найдечея такой объект (’ ‚ что 
я 

] Яги мы у | == =” 

де <“ = абеолюзная погрешность измерительной 
` . : 

операции м. 
# 

= рой =,



В качестве многочисленных примеров феноменологических мно“ 

жеств можно привести множества тел, событий, проводников, тер- 

модинамических сосчоявий, источников тока и ФьДо И Т.П» 

; `. Обозначим через Му» Моь..., СОВОКуйНОСсХИ, СОСТОЯЩИЕ из 

тохдесявенниых объектов ‚, и через 26., 8 в). феноменологии» 

хеские мнохества, состоящие из различных, но обладающих общиии 

свойсянеми, физических объентов. 

( Заметим при этом, что деление всех объектов мафериально- 

ро мира на две классе чипа М и 8 во являехся однозначным» 

Так в зависимости ою характера изучаемых отношений некоторые 

объ реального мире в одном случае могут быть отнесены х 

инохестзаи тица ЛГ, в в дозгом-к мномествам типа 5 о. Возъ- 

мам, например, коБоеелибо химическое соединение, Воли н8с инте 

ресуз" связь мехлу резличными термодинамичоскими состояниями 

этого вещества, т0 мы долины ожиести его к млохествам типа 

Л . Если-мб взглянуть на это вещесчно с точки зрония химии, 

те@» рассматривать законы образования и разложения химИЧОС них 

соединений, то В этом случае необходимо отнести ото в миожеот- 

яу чина М). 

Итан, мезду физическими объектами возможны следующие три 

филе отномений | 

$ == №5, 

№ феей Мм 

М АТ. 
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Важной особенностью отношений типа 

0% — 
является их общий , универсальный характер. Это значия, что фи 
зические законы, основанные иа отношениях этого типа, имеют вид 
одинаковый для любых элементов соответствуюгих множеств М2 ; 
или , другими словами, инвариантны относительно выбора соответ- 
ствующих подмножеств множества С 

Назовем раздел науки, предметом изучения которого ЯВЛЯЮТСЯ 07т- 
ношения типа 

0 -— 

общей физикой, подчеркивая Термином % общая " общий ‚ ункворсаль- 
ный характер физических законов, рассматриваемых в этом разделе 
науки. 

* 

Что же касается отношений типа 02 +-> М 

и М => М, 

то раздел науки занимающийся их изучением можно было бы назвать. 
физикой вещества. . 

В свою очередь физику вещества следует рассматривать как 
состоящую из двух Частей: , 

Т, Классификация дискретных состояний материи ( отношения 
тив  М<>+/|), 

2, Динамические свойства вещества { отвошения типа 4 =>М). 
В первой части различные дискретные объекты ( химические 

соединения, атомы, ионы, молекулы, ядре и элементарные частицы) 
объединяются в определенные семейства ( мультиплеты, супермуль- 
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плоты), характеризуемые одним или вескольхкими целыми или 

полуцелыми числами. Эти числа подчиняются неким " законам со- 

хранения “ и благодаря этому приобретаюх определенный физичес-= 

кий сыыел. Метематический аппарат, лехаций в основе такой клас- 

сификации „. это теория неприводимых представлений групи, с003 

ветсявующих различным видвы симыетрии. 

Так, например, классификация различных дискрезных возбуж-. 

донных состояний атомов, молекул, ионов и ядер осущесавляется 

с помощью моментов количества движения Д, и спинов $ ‚„ вепос- 

редственно связанных с неприводимыми представлениями группы 

трехмерных вращений 0: ( или точнее группы 52 ). 

Что хб Косаатся здронов ( мезонов и барионов) ‚ то з 05- 

нозу их клессификации положена идея унитарной симметрии, при“ 

зодящая к появлению новых квантовых чисел, таких как гиперза“ 

ряд У, изотопический спин 1 ‚Я - четность, ›путренняя 

четность 7 из, д. | 

Во вчорсй части рассматривается поведение вещества, по. 

нещенного з непрерывно меняющиеся внешние условия ( отношения 

зипа 046 <>М). —` 

о с Одвой стороны хеормя рассеяния элементарных частиц, а 

‚ другой - теория физических систем, состоящих из огромного. 

числа частиц ( стазистическая физика). ь ^“ 

Характерной чэрзой существующего способа описания отноще- 

вин тния ХК «= М холяечся широкое использование наглядных Мо“ 

ЖЕН ЛЯ {4 {Г позендная ззаимодействия В неролятивистской 

ывории рассвяния, аговнииан взаимодействия в квантовой теории 

6 
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цоля, модели идеального или Взн“дер“Взальсовского, Рове“или 

Ферми-газа, модель ферми-кидкости. добаевская или зонная моде“ 

ли твердого теле ич.п. в статистической физике). Подчеркнем, 

_ чо зависит, получаемые при рассмотрении озвошений ила 

‚ СМ { в охличие от отношений тика =) определяются 

выбором "ОЙ ИЛИ ИНОЙ модели для М и вотому нося® существенно 

индивидуальный, приближенный характер. 

$ 3. Физический эксперимент КК  иСтОчВИК инфорыацих 

об отношениях межд. физическими объектами 

$ 

Хярактерная особенность отношений, существующих между ие 

зическими объектами феноденологического типё» состомт в том, 

цто они выражаются на языке вналитических функций, определен“ 

ных на иножестве действительных чисел, подучаемых в результа“ 

тв того или иного физического эксперимента. 

Так говоря. © физических объектах, принадлежащих, напри-" 

мер, К Двум феноменологическим множес
тэам #6 и 46 ‚ мы долж- 

ны также указать такую измерихельную операцию я ‚ которая 

какдой паре ее, ХЕ УХ сопоставляет действительное число 

Я в | 

Боди (Му зб в Ио М, Во ..:) фо :** СООтВетСт- 

венно, элементы нножеств 6 и $2 , то полный ' набор эксперимен- 

тальных данных, характеризующих отношения между множествами 

0 и 45 › может быть записан в ВИДЕ › строго говоря, бесконеч“ 

ной матрицы: 

- р -



н Л “ 
Я Чл Я: 

Я 2, ‚. 

а 4 м 
” 

Эта матрица является  динственным источником информации 00 от- 

ношениях, существующих между физическими объектами, принадле-- 

кащими к множествам 0 и. 

Отметим, что существует целый класс различных измеритель- 

ных операций /М, М А. ‚ приводящих к различным матрицан 
д у А 

Я. 2 9м 2 ---) 9 
и, -... = И 0 не менее описывающих од- 

нии 16 ие отношения между множествами {Си № 
Как мы увидим в дальнейшем , отношения, в которых находят 

ся ревльные физические объекты, чрезвычайно просты, но для их 
описания необходимо ввести новую , так называемую, физическую 
структуру. 

Эта новая математическая структура не может быть причио- 
“лена к числу порождающих и потому вопрос о том, насколько плэ- 
дотворной окажется она с точки зрения чистой математики оста- 

ется открытым. 

Однако ниже мн постараемся показать, какое фундаментальное 
значение играет эта новая сяруктура для описания, унификации 
и понимания сущности физических законов, . 

$ 10. Краткое резюме 

тако методологическая концепция, лекащая в основании 

предлагаемого метода исследования физических законов, сводит-- 
ся к следующему: 
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ТГ. Предметом изучения любой научной теории являются ие са» 

ми объекты материального мира, а отношения между ними. 

2. Главной задачей математики является изучение и унифи-* 

кация отношений, существующих между элеменхами абстрактных мно 

хеств, отношений как таковых ‚, взятых в чистом виде безотно- 

сительно к каким-либо ревльныи объектам. “^ 

Зь Задача любой конкретной вауки состоит а) в установлении 

соответствия между конкретными объектами реального мира и аб- 

страктными множествами и заданными из них математичоскими сирук» 

турами и 

в) в интерпретации соответствующих математических спрук - 

тур на языке объектов и измерительных операций материального 

мира. ° 

4 Терминология ‚ используемая в физике для обозначения 

реальных физических объектов ( события, тела ‚, источники тока; ̀ 

термодинамические состояния, элементарные частицы) необходимо 

носит приближенный , интуитивный характер. 

2. Инвариантные отношения ‚, существующие между физичесь. 

ми объектами, выражаются на языке физических понятий ( длина, 

время, масса, сопротивление, температура, энтропия и т.п.). И 

соответствующим терминам может быть придан точный смысл. 

6, Лоиск новых физических идей, нового формализма, НОВОЙ 

физической картины мира следует начинать с кропотликого перес- 

мотра всей физики, и особенно ее оснований, снизу доверху .Пря 

этс”” човый взгляд на известные законы может оказаться более по- 

лезен, чем создание " досваточно безумной" физической модели. 
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7‹Вов физические объекты могут быть разбиты на два класса Жим 

(№ - класс феноменологических ( непрерывных), а / - класс 

чокдественных ( дискрежных} объектов). 

8. Иехду физическими объектами возмонвы следующие три типа 

2 == 0 
М == М (Общая физика) 

отнощений$ 

2 + М (Физика вещества) 

9. Снецифика озвошений типа ==> состоит в том, что они выраце- 

ются на ненкео аналихических функций, определенных на множестве 

действижольных чисел, представляющих собой непосредсевенный ре- 

Зультвя физического эксперимента. 

4 Г’- =>



ДОПОЛНЕНИЕ 

ВОПРОСЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ОСНОВНОГО 
УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР. 

Г.Г. МИХАЙЛИЧЕНКО 

Основное уравнение для физической структуры произвояь+ 
ного ранга было предложено Ю.И.Кулаковым [1]и решено им для 
бинарной структуры ранга (2,2) методом парамстризации [2]. 
Ниже приводятся два спобфба решения уравнения структуры. 
Один из них использует метод параметризации, другой состоит 
в сведении уравнения структуры к обычному функциональному 
уравнению. Второй способ позволяет рассыатривать структуры 
произвольных кратностей и рангов, Например, найдены решения 
для тернарной структуры ранга {4> на одном множестве , — 
для тернарной структуры ранга (3,2} на двух множествах ›, 

6 1. Структура ранга (2,2) 

Уравнение для бинарной физической структуры ранга (2,2; 
конструируется по общей схеме [1] „ Прямое произведение двух 
множеств = к, 6. и = О ик Фоны однознач» 
но отобрахается на множество действительных чисел, то есть 
каждому элементу (,“) а #^№ — сопоставляется некоторое 
число (4: 

( г, ) -— Я. 7 (1) 

Будем говорить, что на двух множествах % и № отображе» 
ние (1) реализует физическую структуру ранга (2,2), если 
существует такая вещественная функция четырех переменных 
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Фи(2, 2, я, з 2, ) ‚ что , 

Уске®, Ухде (аа, @,.,9„)=0. (®? 
Предположим, что (2) однозначно разрешимо от’.эсительно хо-- 
тя бы одного из четырех аргументов и функция Фф в (2) ло-. 
статочное число раз дифференцируема. Соотношение (2) пред-. 
ставляет собой функциональное уравнение специального вида 
для Ф ‚ 910 уравнение было решено, как мы’ уже отмечали, с 
использованием метода параметризации, Здесь мы применим 
второй из отмеченных во вступлении способ решения, 

Выделим в множестве 0 произвольное подмножество 
14, к, Е} › содержащее три элемента, и запишем (2) длн любых 
двух элементов этого подмножества 

< (Я, Яд, Я хх, Ча) и С, 

оф (@м, Ча, Сел Чел = 0, 

фр (9, Яка, Чаи, Чи) = 0; 
Разретим каждое из этих соотношений относительно трельего 
аргумента, 

Де = # (би, и, (ва) } (4) 

ме и г“ м р, з А (Яка, Ча, Ян). (5} 

подотавим (В} в {9) и приравняем нк (4) 

РГ 1 
ее  * ГУ “а ; Г. } > и { Г 4: , СС ) 2 як 4 в т и . Д 2, . №? чт Я ( №. и) 2 ед, ев - 

Соотношение (6} явлистея тохцестлом. Переобонначим перемен 
Ета В) И с ‚ И $ = НЫЕ 3 (6) з м я (т. я [4 — 267. га , бы ие } = м (1 № 

й й , 

я Фо =



(24, =) = А[Ё(е, 5), 5, =]. ` 

Таким образом,мы получили обычное функциональное уравнение, 

совпадающее с уравнением одномерного нестационарного дрике“ 

ния [3]. 

Нихе предлагается способ решения уравнения (7). Про- 

дифференцируем (7) отдельно по каждому из четырех аргумен» 

тов 1 

Зара = 2771. За, 
9х. 2} (24.5) Эх 

офееа) . ЗГТ. ЗЕЯ, 
9% а) 9 

9 

Э.В) „ 25 [1 
ЗЕ 

2-9 1. дыня ЭГ} 
Оу, 95 _ ’ 95 

Выписанные четыре равенства можно рассматривать как СИСТВ. 

четырех линейных неоднородных уравнений ЮтНоИЩенЫНО трех 

неизвестных 

эр Эт, ШТ 
94,5) ? 22а 775 

} 

Дия совместности системы уравнений необходимо, чтобы опре 

делитель растирениой матрицы этой системы быя равен пул» 

= 177 =



Эка) Зуя) пр д 
А Эх. | 

ЗЕ, =) 27942 2 | 
7 Я =0 

ЭР, а) о { о 
Е 
р 2 о 1 2     

или 

Зи ‚а) Зи.) _ 2 (7% 2). 2245), | 
5-Я. | 9% 5$ д ^ 

ыы В (8). $ «сви ‚ Тогда имеем 

а + аа ве - 2 9 
(9) легко  Ннзовриррожон ий характеристик | 

И, 8) = А [ а, 4), =]. (10) 

Подставим (10) в (3) 

Я “Л [ (Чаи, 4), ид | (11) 

`Раврешим (11) относительно Саи, д) и запишем соотно. 
мания (3.); (4), (5) в новом виде 

‚ (8). 
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| Ф(аи, Ч) + У (Як, @кр) =0, 

Ф (@, Яд) + у (Як, Феи) = 0, 

СР (ьи, Ч) + (Чье, Че) 9 

куда следует ь. 

9 (аа, бер) =- (бк Чу) 
Таким образом, соотношение структуры (2) может быть предстая» 

лено в виде 5 

Фе, р) = (к, ии) = 0. 2 | 

Аналогично из условия справедливости (2) для любых двух 9л6® 

ментов из подмножества { <, В, у} с. У имеем другую возможную 

форму записи соотношения структуры (2) 
. 

4 

(а. Ч км) ыы (9, Яр) = 0. м | 

Реалиаапия двух возможных вариантов (12) и (18) налагает не- 

которые ограничения не Функции двух. переменных р и ф . 

Обозначим Х=Я , Я о Ям , 57 Я у = Чл ху В Нов 

вых обозначениях перепишем (12) и (13) 
1 

Фи) - 5) = р (14) 

Ф(х,5) - 9) #0 | (15). 

(14) и (15) задают в неявном виде, например, Е как одну и 

‘” зо функцию переменных  , й у 
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Е =, [164,5] = [Ре 98 

По переменным я. > } 5$ (16) является тождеством.' Про- 

дифференцируем (16) отдельно по Х , ‚4. ‚5: 

2 + [4,5] ЭР) 5. [Ф& 5,4] 2765) 
| 9 Фи) Эх 5 (а,5) эх. 

эх [Рбеу),5] ЭР). = 2. [9 4 тов моя бкодиотьит 

97) 34 2% 

2: ав = 3, [9% 5), #] 2%, 5). 

8$ (х,5) 25 - 

Рассмотрим эти три равенства как систему трёх линейных неод-- 

‘зородных уравнений относительно следующих двух неизвестных 

2): [Раз] ЭД, [РЗ 
‘х Р@,5) 94 | 

Дья ‘совместности уравнений необходимо, чтобы определитель 

расширенной матрицы системы был равен нулю 

  

  

  

9х, [Из] Эд 949 0 
— 20 92 9х. 

2 [45] 2 р 2 |= . 9 

278.) 24 
Эа [ Уи), $ и. 27,5) 0 

93 23     
= 180 ==



Положим в (1%) Даа зи , (аи) =ч 

(ар = 14, ВЯ --в6) 

Раскрывая определитель (17), можем записать 

Зи д) + 2 ве - о 

Решение этого линейного уравнения может быть найдено мето- 
дом характеристик ^ 

Хе 5) = [Я + 76]. (18) 

 Подставим (18) в (16) и введем Екоторыя переобозначения 
функций | 

= [бе + РО] | 

бе) = 9) — Гб) (19\ 

Из сравнения (14) и (19) следует 

У &) =-- 5) + 9%) 

и вместо (14)`имеем 

— Ро + 9 + 9$ - = -2 ` (20) 

Но, с другой стороны, (20) может быть записано а виде (15), то 
ОСТЬ 

Ч(а,5) = У) + И) 

» 181 =



РЕ) =- 94) + 9 
откуда 

Че) = 4%). 
_ Таким образом, получаем окончательную форму записи соотно- шения структуры (2) 

Р(@,«) — (ад) — РСаь) + (а. =0. (20 

(21) можно рассматривать как самое общее и единственное ре-- шение уравнения (2) бинарной физической структуры ранга (2,2). Обычная мультипликативная форма записи решения (21) получается при следующей замене функций 

к) = @ А) 

м Л(@..) (Янв) — вт Л (9) @„)=0 

Ин 

А (4%). А) 2 (@=«) Л (Чвь) = 0 

$ 2. Структура ранга (3.9), 

Основное уравнение физической структуры ранга (3,2), согласно [1 имеет вид 

У 22 = №, Удде® 
(1) Фр (ам, ов, бни, Ча, Фе, а.) = © | 

=» 182 =.



Предполагается, что функция < достаточно гладкая и чт. 

(1) однозначно разрешимо относительно хотя бы одного из ше. 
сти аргументов. Отображение прямого произведения Я хо 
на множество цействительных чисел Ю 

| 

ЖЕ ху — Ю _. (2) 

может быть представлено в параметрическом виде при помощи 
метода параметризации, предпоженного в [2]. Сущность мето»- 

да заключается в следующем. Зафиксируем в множестве 
‚ два элемента - эталона, которые условно обозначим цифрами 
{1,2} с №; в в множестве {5 = один эталонный элемент {1}С 
с ‚ Соотнощение структуры (1) запишем для подмножеств‘ ‘ 

, 1, 2} си {9,1} с ‚ содержащих эталонные элементы, 
о 

ф (@‹., @л, Ям, Чи, @з., ви) = (8) 

Вводя обозначения 2; = #(@и) ‚ 3, = 4 (@им, Чг) 
И. = % (ам, @:„) и разрешая (3) относительно Сл, получаем 
екоторое параметрическое представление отображения (2)' 

Мей 
} 

Фа = Аж, #Ё=) 7.) | (4). 

Будем предполагать, что параметры $, /„ входят в (4) 
существенным образом, то есть (4) нельзя записать в виде 

ада = Хм 24] о 
Подставляя (4) в (1), получаем, согласно условию задачи, то 

дество ` 

| ФГИ, $, И=) Ис, тр и»), ...) Кеть пр) 6. (6) 

Тождество (6) можно рассматривать как выражение функциональ- 

ной зависимости шести различных функций, в которые специаль- 

ным образом входят семь переменных. Например, 
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Диоды В боль ыьдь ть) 
Для осуществления функциональной зависимости (6) необхоци-- 

мо, чтобы любой определитель шестого порядка соответ ствую- 

щей матрицы Якоби был равен нулю, 

(7) 

Введя обозначения, сокращающие запись 

Ден) = Ик, фе) = а, >. ы 

Ре) = 9), Че) = СХ, и 

выпишем матрицу Якоби для шести зависимых функций, входящих 

в (6) 

        

#.6н) В 90 0 
0 2 А (=) № д) 0 б 

0 е о 2 (6) 108) 

д) о д 0 1.) @ 

рр) 0 9 0 1 @ (8) 

о дм 2 А 2 1 
о В 9 № 2 1% 

Приравнивая к нулю каждый из определителей шестого порядка 

матрицы (8), получаем систему из семи функционально % диф 

ференциальных уравнений. Дия решения этих уравнений восполь 

зуемся методом вторичной параметризации, предлохенным Б.Я. 

Штивельманом в его дипломной работе [4]. Для этого перепи-- 
шем малрицу (8) иля подмножеств |(,1,2} © Фи {а, си, 
содержащих эталс ные элементы 

= 184 =



А) (24) 0 О о О 

0 о #4-) д) о 0 
о 0 ооо 9 #69 

19 9 19 о [9 9 | 
у, (9) 0 Ё (4) 0}, @ | 

2 #41). 0 1 А 

о №) 0 № @ #24) 

Определитель, полученный из матрицы (9) вычеркиванием 
. последней строки, разлохим по первому столбцу и приравняем 

к нулю 

ред р 4 +
 а) А) рр 

(10) есть линейное однородное уравнение в частных произвоц.-- 
ных для функции # (4) ‚, которое может быть проинтегрировано 
методом характеристик 

Дм) - ГР) + 9, 6. 0 
(11) ранее было получено Б.Я.Штивельманом [4]. Поскольку 
мы предполагаем, что параметры р 7. входят в (11) суще» 
ственным образом, следует считать функции Че (9) и У (м) 
независимыми, то есть 

(4) Е, © - Е ие. 
‚ 

Подставим (11) в матрицу (8). Из условия обращения в нуль 
каждого определителя шестого порядка матрицы (8) найдём оре 
паничелия на функиию х в (11), 

в 

        

= 135 №



ри подстановке воспользуемся обозначением 

$ = 9) 1 С), Са 4 5). (12) 

После элементарных преобразований приходим к матрице 

        

4 1 о о о о 

о о 1 1 © о 

ооо @ о По 1 1 

1 О 1 О 1 О 

т) © Ты © ты) 0 У 

2 1 О 1 о 1 

о Тб 9 Тб 9 т 
где 

1 ((“) = ‚ (14) 

: 

В матрице (13} линейно зависимы строки, содержащие единицы, 

поэтому есть только один определитель шестого порядка, не 

обращающийся тохдественно в нуль. Понижая порядок этого оп» 

ределителя и приравнивая его к нулю, получаем 

1 1 р 

т) Тем) Ты | =0 в 
т (в) 7 (8) ТВ 

Из (15} необходимо следуеч 

Та) = ВА, 9) + Л, ©, 126 

уф 186 =



в чём можно убедиться, проводя вторичную параметризацию 

определителя (15). 

Условие (16) представляет собой функциональное уравн” » 

ние, так как согласно определению (14) 

7 (м) = Т [494 + # @), # а] , (17) 

алишем уравнение (16) в виде, удобном я решения 

(ет, и) = В(х) 9, ($7) +4, (57) (18) 

используя обозначения | 

х- 9, 7-й, 7-й) (19) 

Продифференцируем (18) по М и # и приравняем результа. 

Вх (<).^, (7, и) = В (=) “9; (7,7) + А (7,7). (20) 

Запищем (20) ЛЯ ИЕ о 

В». (0) и 42) 8(60) Чи; ИР. 

и вычтем полученное равенство из (20) 

Вх (<) - В _ Ди СР = (21) 
В(х) - В(@) ы , 6, 7) 

Число 4 в (21) не долхно зависеть от перемечных 2, $, 7. 

‘`Расемотрим две возможности для значений 

1. а=о 

и (7) =0, — и ($,7) =. (#7) (22) 

  

эм 487 9



В. 9) >В), — В) = Во) +8). (28) 
Для того, чтобы найти йо ($7) ‚ воспользуемся следующим 
приёмом. Очевидное из (18) соотношение 

8 (2) 4, ($7) +, (+ И) = 8). (ху) № (р) 

запишем для Жед 

Ве) 9, (р) +9, (ЕР) - АСЗ Ни: 

сли подставить (22), (28) ь (24), то дня 4 2(77)} находим 

/ (ру) = Вх (0) 4187) +4, (61). _ (25) 

Воспользовавшись затем (22), (23), (25) и (18); после неко-. 
торых удобных переобогначений функций, получаем 

(+, = #0) +814) (+). (26) 
Возвращаясь к прежним эбовизчениям ‹ с помощью (19) и (12), 
окончательно имеем 

Тв) = @ (е) +4 4).5 ма 

2. ао 

Без ограничения общности получаемых результатов можно 
положить Я =] 

Аз (2) . р 29 Ач (р) = | Ар) = те? ‘ 

—- 188 =



4:68, | В) = В.) е*+80)-8.0 
В(х)-84(2) р 

Из (24) при подстановке (28) и (29) находим И. (2,7) 

дер) = [в-в.6 4-2) 6) +468) - 89 

Воспользовавшись (28), (29), (30) и (18), после некоторых 

удобных переобозначений получаем 

Т(х+рьй) = 0) т ф«(ре”“ ‚о вы 

. Учитывая (19) и (12), окончательно можем записать 

75,6) =# +802”. (38) 

(27) и (32) даюъ, в силу определения (14), два различных | 

. уравнения для Функции 

Де = д +8495 (ва) 

я -чи+вше®. вы 
. $6 

Уравнение характеристики для (33) 

. й 9$ Ф (. © 
. 

.-@ (9-85 4 8 ! ИЕ р р 

представляет собой линейное уравнение для $, которое может 

быть проинтегрировано в кведратурах при произвольных функ» 

циях $) и @(%). Решение (88) есть | 

= 189 =.



где Хх , и, у = произвольные функции одной переменной. 
Если подставить (12) в (35), то после удобных переобозна» 
чений получаем 

Им) Ре | (36) 

Уравнение характеристик для (34) 

2 =- #4) -94)е“ 

жет быть преобразовано к линейному для  @др (-5$) 
© _ 

42 = ##е”+ 4 (&) 

Решение (34), позтому, есть 

ХО = ие“ и] ` (37) 
Воспользовавшись обозначением (12), снова приходим к (36). 
Итак, мы нашли, что единственно возможное параметрическое 
представление отображения (2) задается функцией 

аа = Д [РЯ бифы) + ьр] . 98 
причём решение исходного уравнения (1) бинарной физической 
структуры ранга (3,2) легко может быть восстановлено по ви. 
ду функции (38) 

Хм.) ХЧ@ь) 1 
К (ам) ИС) # | = @ 

Х" (Я) Хх" (9%) { 

= 190 = 

* 

8 

(39) 

   



Обобщая (38) и (39), можно записать решения уравнения 
‚ля физической структуры ранга (Пт, м) | 

п-1 

И = р х/ м т фи 48 
а 

И Ир с. Ш #1 

ИХ И ке 2 2 р (41) Ао! «р | &/ = т 

и И ... М (2 68 о е} 1     
для любого подмножества Тек, р @, < ‚ содержащего 
И+{ произвольных элементов и подмнохества 4,8, 

‚ одержещего /) произвольных элементов. Однако, единствень 
сть решения (40), (41) не доказана 

Вдинственность решения (38), (39) предопределяет ‘форму 
записи физического закона, выражающего отношение мехду дву 
мя физическими множествами, одно из которых содержит одно- 
параметрические элементы (как например, множество проводниь 
ков в законе Ома), а другое - двухпараметрические элементы 
(множество источников тока в законе Ома). ' | 

} 

$3. Структура ранга (4,2), 
Уравнение пля бинарной физической структуры ранга (4,2) 

записывается `` 

= 191 =



у сле, м У у Ум, = 

6Ь (Яга, Я зв, Я им), Я кр, Я ед, Ярд, Сы, Ям„)= 0 (1) 

Будем предполагать, Ч4®0 функция ф в (1) достаточно глад 

кая и (1) однозначно разрешимо о*- 

цосительно хотя бы одного из восьми аргументов Параметри-- 

зация позволяет получить параметрическое представление ото-- 

бражения 

Дл —Ю (2) 

прямого произведения на множество действительных чисел 

Я. = Ре) = (и, Хи р, 5.) ° 2’ 
у 

Подстановна (3) в (1) должна обращать (1) в тождество, сог- 

паено условию задачи 

Фока.) Сор 
ойбеЬ Зы” 

(4) вырахает функциональную зависимость восьми функций типа 

(3} оз десяти переменных | 

х;, ‚Же, бы, Фа» м, м ФА. 7: в. | 

Для осуществления функциональной зависимости (4) необходимо, 

чтобы любой определитель восьмого порядка соответствующей 

метрицы Якоби был равен нулю. Это условие привощит к систе» 

ме бункционально- дифференциальных ‘уравнений, при решении ̀ 

которой следуеях воспользоваться методом вторичной пазаметри» 

зации. Одно из уравнений системы после вторичной параметри-- 

зации превращается в Иинейное однородное уравнение в част- 

ных произволных для функции (м) 

2, (4) В) +1, (2) а (>) + № (14) 2. ©) + дебы) 4,4) = (5) 

в 

8(:) = 8(%:), 9) = я (фе, И“, 5.) 

„= 197 =



- равнение (5) может быть ‘проинтегрировано методом характерим 
стикК 

Деее) = Гру + ве» ве, ве]. 8 
Мы предполагаем, что параметры $ ; И , | входят в (4) 
существенным образом. Введём обозначения _* 

5, ЕО, Ив 

и подставим решение (6) в матрицу Якоби до вторичной пяраме 
"ризации» После некоторых элементарных преобразований полу- 
чаем 

Т (=) 7 (=) 7+) 7 (9) 

Ин) 40) 0 оы) 

(8) т) ТОР ТО Тор 
ко) Чи) 98) Инв) 

1 4 1         
де 

Т (=) = 269) ‚ (29 } = Ди) (9) 

4) № 4) | 
_  ‚ поряака | 

Любой определитель четвертого матрицы (8). должен обращаться 
в нуль. Приравнивая к нулю определитель, полученный из`матри 
цы (8) вычеркиванием второй строки и проводя вторичную пара. 
метризацию этого опрецелителя, имеем 
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Ты) =. В, (9 Чи) + В. ©.) + А, (4). (10) 

Усновие (10) представляет собой функциональное уравнение, 
так как согласно определению (9) 

Ты) = Т [Ри в @, К] 

Используя обозначения (7); можно записать следующие пять реше.> 
ний функционального уравнения (10) 

Тов, м) = Я (в и)$ + № (8,4) 5* + 4); (11) 

Ти) = ф (4,4) 5 + фе” + Ф (Е ц); (12) 

Таки) = фе" + 9 5+ (м); (ав) 

ТОВ) = бе фе” + $ 4); < 14) 

17 (5, ви) = феи) ей 5 + Ф #4) 995 + В (Е Ч). (15) 

Пока не удалось доказать, что (11) - (15) исчерпывают все 
возможные решения уравнения (10). Так как согласно (9) 

7 (5ёи) = Дам. 
_” К; (5.64) 

решения (11) -- (15) приводят к пяти различным уравнениям лля 
функции -Х 

Уравнение характеристик пля (11) 

ра =- © (445 - 8 #4) 5 - 4) 

- =. 194 =



есть уравнение Рикати, которое в общем случае не мохет быть проинтегрировано в квадратурах. Однако, любое решение урав- нения Рикати может быть э®писано в виде 

$5 (64) т Е а) 
5+ и) 

Решение (11) есть произвольная функция интеграла (16) 

5+ и) ви) = [+ Зем 1 т 

    = СФиг, | (16) 

  

  

Ксли теперь в (17) подставить (7), то после удобных переобо-. значений функций получаем 

И ры] ся 
Итак, мы получили один из возможных вариантов параметричес- ‘кого представления отображения (3) 

с | О оба) + Ей, 6.) 19 И. 1 И; т У СЁ, И, С.) ] 

Решение уравнения структуры (1) может быть восстановлено по виду функции (19) 

И Ид М в 1 

Ик Ив р и. 1 (20) 

Ме ед Се ор 1 

    ыы Инд Ишь ИА 1. 
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где 
и. = х ( Я.) , 

Решение (19) = (20), повидимому, только одно из возможных. 

Интегрирование уравнений (12) = (15) в общем виде при про- 

извольных коэффициентех встречает ‘большие затруднения. Заме- 

тим только, что уравнение характеристик для (14) при @з-1 

сводится к уравнению Рикати и в результате мы вновь приходим 

к решению (19) = (20). 

Аналогичные трудности возникают при изучении бинарных 

физических структур ранга (^,2) И25 . Есть некото рые 

соображения, позволяющие считать, что решений для этих струк- 

вур нет. 

$ 4. Структура ранга (3,3). 
* 

Основное уравнение для бинарной физической структуры , 

ранга (3,3)’записывается 

Ук ее №, Ув, = 

ф (аа, Яга, Чу, Дым, Я кр, Я ку, Се», Че, 2%). = ©. (1) 

Вудем предполагать, что: 9) постаточно гладкая функция, 

(1} разрешимо относительно хотя бы олного из девяти аргумено 

тов и параметрическое представление отображения 

у 

2 х уе №. ° 

прямо го произз пения. На мнохдесево дейс твительных чисек 

„. й ” 

внлючает в себя параметры г, Я и и, И существенным об-- 

разом, Подстановка (2} в (1) лолжна обращать (1) в тожцество 
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что означает наличие функциональной зависимости девяти фуни- 
ций типа (2) от двенадцати переменных вы 

В 7х, {=> "Ве, Ме, =, Им Зи) о Их. 

Необходимым условием для осуществления функциональной зави-- 
симости является обращение в нуль каждого определителя девя» 
того порядка соответствующей матрицы Якоби. Вторичная пара.- 
метризация этих определений приводит к линейным однородным 
уравнениям для { (6%) „ Одно из них 

р (м) 91 (1) + $, (гы) В, (6) + к) А) + РА, а 7 

может быть проинтегрирорано методом характеристик (см. [4] ) 

Дим) = [в #@), #6), #4] 

ме ПР) 64,4"), РС) = Уфы а). 
Подставим решение (3) в матрицу Якоби, чтобы из услория 

обращения в нуль определителей матрицы найти ограничения из 
функцию (5, с) в (3). В результате получаем следующие 
варианты 

(3) 

Тм} = 9) 8, (0) +В, @) (4) 

(>) = 8) и) + 9) (5) 

А) 8 &) + 8, (4) 
  

  

7. = Е) 82) (6) 

8(6).4, @) + 4%, (4) | К (х = 

И) + 8%) _ (7) 

= 197 =



где 

Де (=) № Дм) = (8) Хе (=) | 
ХХ, =) 9 

Условия (415) и (6), (7) представляют собой системы двух 
функциональных уравнений, так как, согласно определению 8, 

Ти) = [8+ 9, в 0), №4]; 

Им) = [+ $ 0, 
Уравнения (4), (5) решаются методом, аналогичным тому, кото-- 
рым решалось уравнение (16) $2. Два возможных решения систе- 
мы (4), (5) приводят к следующим 
ры (1) 

Т (24) = 

решениям уравнения структу-. 

аи = [ОЕ ЕО (9) 

Х(аы) | Ха.) Ха) р 

Да) ХЧа») Ха) |= о 

Х“(аы) Хар) СЧ аы) 

(10) 

    
М 

2. К () 4" (&) 1 42) + #4] Е 
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ХК (@ы.) К) (у) 1 

ХК” (4=) Ка) Хан) 1 | ар 

Х” (95). Хи) Х\аы) 1 
1 1 1 о     

Можно показать, что совместное решение системы функциональ- 
ных уравнений (6), (7) приводит к решению уравнения струк- 

туры, совпадающему © (9),(10) о. Это означает, что (9), (10) 
и (11), (12) исчерпывают все возможные решения уравнения (0) 
бинарной физической структуры ранга, (3,3) 

Решения (9), (10) и (11), (12) легко могут быть обоб-- 
щены для структуры ранга | и, и) #7 > 3 

    

и... (8) 
а. = 2. 2: чи и‘ 

Ч “д “у 
| (14) 

Чиа Чи Яр а о | 

Се, Ч ев " Чеу 

и ^ у | И-2 у“ 2 и-1 +7 (15) Я.) а =". `^“ 5 ху "Г Е ря я-1 
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Я Ч. "”° Ч. 1 

@ а Яя ` Ч, 1 

аа ен и ааа = (16) 

| Че, Сер & Че, 2 

‚1 4 . 1 6     
я любых подмножеств 05, = Де, х,..., г} и 56. = [, в, в 7, 

одержащих /7 - произвольных элементов. Единственность реше» 

ний (13), (14) и (15), (16), однако, в случае М» не до- 
казана. | `` 

$ 5. Бинарная структура ранга «3». 

Основное уравнение для бинарных физических структур на 
‘’' одном множестве д = ны, 6, ...} также конструирует- 
ся по общей схеме, предложенной в [1]. Прямое произведение 
множества 6 само на себя отображается на множество дей- 
ствительных чисел © 

Ул 99 —= К , (1) 

то есть каждому элементу (5^) © 48^40 сопоставляется не-- 
которое число (7;, . 

^ 

© 

(6,к) — Ям ‚, (2) 

Аз» 

Будем считать, что прямое произведение Дел 96 содержит то- 

лько такие пары сек) ‚ в которых СА . В общем случае 

элементы (04) и (^,() рассматриваютея как различные, 
В нашей задаче мы будем предполагать, что между числами (Я, 
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и Ям; существует функциональная связь 

@ 1 (Чел, Як} = О (3) 

Будем говорить, что на исходном мнохестве 2 отображение 

(1) реализует бинарную физическую структуру ранга «3» у 96» 

ли найдется такая вещественная Функция (а, 3 %,, я, ) 

трех переменных, что 

М6 в (а, Чл, 9) =0 (4) 

Поедполохим, что функция ие в (4} достаточно гладкая. и (4) 

может быть однозначно разрешено относительно хотя.бы одного’ | 

из трех аргументов, Соотномение (4) представляет собой функци- 

ональное уравнение специального вида ция Фф , 

‚ Выбер ем в множестве Де четыре произвольных элементы 

(д, 6, № и запишем (4)‘пля любых трех элементов из чети- 

рех 

(Ян, Яр, Я ке} — ©, 

В (Я ск, Ян, Ям} = ©, 

ф (Я, Ср Я) = ©, 

ф (Яве, Я кл Ям) =0, 

Разрешим все четыре соотношения относительно третьего аргумей» 

та 

Чиа = ; (. Яги, Я) } (5) 

Яким = и (Як, Ям) } : (6) 
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Неа = И, Я) } (7) 

Чен = [(Яке, Чи). (8) 
Пойставим (5), (6) в (8) и приравняем к (7) 

Их, Ям) = ИИА, ее, Иа», 2».)|. (9) 

не может быть соотношением структуры и потому является 
‚ Всли ввести обозначения 2 = г. , ИЯ, 2=9., 

Ру) = ИГ, =), И] (10) 

можно т как обычное функциональное уравнение 
цля (аи) | | 

Продифференцируем (10) отдельно по «0, М 2 

За _ ЗГТ ЗИ, л) 
Эд. 9 / (=, д) р 

Зи) _ РГ Л. ЗИ 
я  Зар #9} 
о 2 1.29 „ 281 12 о Зам 92 Ия) 9Е “ 

  
Полученные равенства можно рассматривать как линейную неод- 
нородную систему уравнений относительно двух неизвесеных 

/ 

— 20Е =



ЗЁГ 1 21. 
ЭЁ(а, =) ? ВА) 

Для совместности уравнений необходимо, чтобы определитель 
расширенной матрицы системы был равен нулю. 

    а = 5 #2 

Положим в (11) == сое 

зе. = А(®), ЗА, — В»). 

Эх 2=а и 2=а 

Раскрывая определитель (11), получаем линейное однородное 
уравнение в частних производных для функции # (Хх 7) и) 

| | Эк) 2 = РЯ ве) 1 пн. 6) 84) -©, 
которое может быть проинтоегрироБано методом характеристик 

Але) = Х [9-7 т. 
Для того чтобы найти функцию А В (12) подставим (12) в 
исходное функциональное уравнение (10) 

ом 2 (\2 <



со) - о) = ФД [а 6] - Дота 

по В (18) Я а, . с=- + (+ 

- = Ф[хеЛ-а 

ХФ = у-ва), 
где Я= [Хе] ‚ Вместо (12) в этом случае можно запи- 

#4) 2 а [- Со) + #4 га] , (14) 

Легко убедиться в том, что (14) удовлетворяет уравнению (10) 
при любой функции ((») ‚ Постоннную @ в (14) можно ио- 
ключить, введя первопределение функции # 

Че) < %) -а и у “(ж) = Рива) (15) 

Решение (14) при этом имеет. вид 

Дек) = = [- Ро + РТ, 1 
Подставив (16) в (5), получаем каноническую форму записи 
решения уравнения (4) бинарной физической структуры ранга (8) 

_ Убе) — баш) + аи) -о. = 
(17) побенная простую ИНЬНнуЬ интерпретацию. ели 

(Як) = Ок  ЯЕ-Я с 
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есть длина отрезка на прямой мехду точками ( и К , вая» 

тая с определенным знаком в зависимости от относительного 

расположения этих точен, то 

6 6, Тернарная структура ранга <4>` 

Пусть прямое произведение {к *02 мномества 

406 = Хе, Пе 2,...} отобралается на множество действительных 

чисел 

Е * 48 ^ 98 — № 9 . (1) 

во ъсть наждому элементу (24,2) Е == сопоставляется 
некоторое число иг @& Будем считать, что прямое произве- 
дение 4х4 ^0д0ё содермит только такие элементы (6,4,6@),. 
в которых Саки , а тание, что шесть чисел 

И:ме, Я рии ; Я кге , Ише › СФеги , Рек: 

попарно связаны между собой, то есть 

а = # (№) = 42 (Че) = 4 (@кег) = р лин) 9 ешё). 

Буде!` говорить, "что на исходном множестве И ‚ отображение 

(1) реализует тернарную структуру ранга {4>; если существу- 

ет такая вещественная функция о (х., м, Ж,, ж. ) ‚ что 

Уи м = (Я, бы, Флеш, Янки) =, (2) 

(2) представляет собой функциональное уравнение специально- 

го вида для 92 ‚ Предположим, что ф достаточно гладкая функция 
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и (2) может быть однозначно разрешено относительно одного . из четырех аргументов. Выделим в исходном множестве 46 пять произвольных элементов 4/0 ми и запишем (2) для ‘любых четырех элементов из пяти в виде, разрешенном от. носительно последнего аргумента. 

| Я рем = д Яке, Феи, Яды), | {3) 

лен = {(Яме, Ч ии, геи), | (4) 

Яны = [ (@блнь Фин, 2), (5) 

Яеми = ; (Член, Сан, ми), (6) 

Феи, = Г (ке, Фив», ели}. (2) 

 Поцотавии (3), (4), (5) в (7} и приравняем к (6) 

лы, Я ел, Ям) — 

| 
(8). “Иа бы, а), Обе, ар), бт аи. 

(8) не может бызь соотношением структуры и потому является тождеством. После соответствующих обозначений переменных получаем обычное функциональное уравнение | 

Руа) = [в ), Ир), раша]. 99 
Продифференцируем (9) по всем шести переменным 2% 4%, и, $2,“ `В ревультате получаем шесть равенств, которые мо. жно рассматривать как систему щести линейных неоднородных к 

‚ № уравнений относительно трёх неизвестных 
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Г 1 2/1 
ЗА (5ёх<)’ ЗЧ Эры) 

Для совместности уравнений необходимо, 
литель четвертого порядка расширенной 
равен нулю 

чтобы любой опреде-. 
матрацы системы быя 

  

Зи) офеьы р р 

ЗЕЯ) р‘ 24) © 8 2 7 

(жи, 2) |, о ия 22 | 

      
92 

(10) | РЕ 25 ии) -@ ` 
‘9.5 2.5 

0 Зал) 2 3644 Е ТЕ. 
| 2/5 чи ЭИЕиа)   

Возьмём определитель, полученный и 
нием последних двух строк, 
и приравняем к нулю. В резу чие для х (* у. 2) 

3 матрицы (10) вычеркива- положим в нём 5,1, д = ори 
льтате получаем линейное уравне-- 

И 1), Иан р, ь ты И) + 5 Ви) =2 

—- 20% =



решение которого есть 

о ира = я. = во 
Педотавим решение (т) в матрицу (10) и потребуем обращения в 

Нуль определителя, полученного вычеркиванием первой и пятой строк, 

положив при этои в, #. М = сре ь После несложных операций 

получаем уравнение для функции Х (и м”) в (ПП 

ДР ра). вды , (12) 

Хи ГУ + ИН,=] 

Празая часть (12) ие зависит от 4 , поэтому 

шк. а) 2 Ди) ., # = Я зе мл“ , ый 

Эх. Хи (я. у2) пя Ди (я, , 2) (р, (=) 2 

или о 

@_ Хи [А 11) = (13) 

2% Киви) о — 

Решение (12). 

Хи д ие (14) 
Вито 

3 свою очередь определяет ‘уравнение для функции Хе и) 

Решение (18) ость 

Ха) = Де 9] - (15) 

 Подставим (15) з (тт) ‹ 

фр) = У [9 в (16) 

= 208 =.



где спраза я “ произвольная функция одной переменной. Подеча- 
виз решение (16) снова в матрицу (10), находим связь между функ- 
ЦИЯМИ Ч (х), У), #() 

9) = 96%), ре) = 96), 

Ре, 2) -Х [бу - И). + а). (17) 

Ограничение на функцию моно найти из того условия, ч%о (17) 
долино быть решением функционального уразнения (9). Поззторяя ив-. 
реход (12)-(16) из предыдущего параграфа, ‘можем записать 

Рада) = Гот а], (тв) 

где Убе) ` произвольная Функция, имеющая обратную. Используя 
(18) и (3), мы можем выписать решение уравнения (2) тернарной фи- 
зической структуры ранга {4 > | 

Я (гк) И (Яды) + (Ямы) — ан =@ (19) 
, 

1 

Геометрическая интерпретация (19) очень проста 

в р 1 

ие ) — ‘Зке = Я 9 1 

Я в 1 

есть площадь треугольника на плоскости с вершинами в точках 
и. Площади „б.ие приписывается определенный знак в зави- 

симости от напразления обхода, В заключение заметим, что струк-. 
*УРы кыатности <7> и ранга /л+4> исследуются анапогичини 
методом. При #24 , например, имеем " 

М иен > и -# ии ^7 МУ ети + Й срезы — © 
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где ат . объём тетраэдра, построенного на четырёх точках 

в трехмерном пространстве. Объёму приписывается знак в зависимо- 

сти от взаимного ‘раслолохения точек. 

$ 7. Тернарная структура ранга (3,2). 

Простейшую тернарную структуру на двух множествах 

— №=]ьк,..., Г,...} и 1 = фа, В» --- ,-=] можно определить 

следующим образом. Пусть прямое произведение де ^ 46-46 ото-- 

бражается на множество действительных чисел 

4*48«48 —К, | (г) 

го есть кахдому элементу (2 4“; )® 78^ 8 хде сопоставляется 
некоторое число 

к; ) —* Як , (2) 

Между парой, вообще говоря, различных. чисел ОЯх и ее 

существует функциональная связь 

фр, (@иы, Як») =0. 

Будем говорить, что на двух исходных множествах 298 и 96 0т0- 

брахение (Т) реализует тернарную структуру ранга (3,2), если ву- 

дествует такая веществеиная, достаточно гладкая функция в ие 

сти переменных, что . 

Уха, Ум, Е: $ 

Ф(@гиа, Е (3) 

Как обычно предполагается однозначная разрешимость (3) очноситель- 

но хотя бы одного из аргументов. Выделим в мнохестве КЕ чечы- 

ре произвольных элемента СА, Е, м И запинем (3) дли любых. 

трех элементов из четырех н зиде, разрощенном относительно по- 
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следнего аррумента 

След = Кбит» о, Фр, Фили), и 
Фдтд = Ё (бои, беда, ти, ем, Фены), (5) 

Чена = у (Яша , Сев, ме, они, Чемч), (6) 

Фев = Ё (же, Янед, ти, нор, беты}. _ (2) 

Подставим (4), (5) в (7) и приравняем к (6). Так как полученное 

равенство не может быть соотношением сзруктуры, оно долино быть 

"охдеством. После соответствующих обозначений переменных прихо- 

дим к обычному функциональному уразнению | 

а) р [рии р, Ривз ру] 
Продифференцируем (8) отдельно пр каждой из девяти переменных 

2,2, Е, 5, Ё, м, 9, 2; 2 . Полученные девять равенств будем 

расбматризать как систему девяти линейных неоднородных уравнений 

относительно следующих пяти неизвестных " 

21 а 7, ЗГТ ил 21 
пи ? Я. щеки) Ам 22,5, В) 

Для совместности Г ии необходимо, чтобы любой‘ определитель 

шестого порядка расширенной матрицы системы был равен нулю. Один 

из таких определителей после понижения порядка имеет вид 

Ра, Фи, 8 
8х Эя 
  

экв) Зи) 

У 
      

    
2 =



Положим в (9) №, %, № =семй , Получающееся при зтом линей- 
ное уразнение интегрируется методом характеристик 

к 2,5, ) = [7х ‚2, 8, 2.]. 

Цодсталим решение (10) в определитель (9) 

и) Де [ит м4] 

(ии) [Фу хи] | 

равиение (ТТ) также рещается методом характеристик 

Пир цьт) = (рт, ферм], 
В расмиренной нятрице 

няем его к нулю 
\ 

возьмём другой определитет”. 

  

  

  

  

  

9 (2, ы Р, 5, Ё) @ (ия; я, #2) @? 

эх - тв 

Эм, 9, 2,58) о ЗА в, 5,р) 
92 | э2 

р ие и) Эт, р) 
| ее м 

Поде тавим решение (12) п определитель (13) 

  0 

” 212. 

Куека) [ И), У (2,5), #1 Ду у [ ие), И з,5), ш] © 

Хья [9, ЧЕ, 5), | О Дея С 27), Иез -6 

= еб и) [ И. Е И ще ГИ т) Я] 

  

(10) 

(тт) 

(12) 

ирираз. 

(13) 

 



= Бе = 

. ‚ эмиа а онеоицивы 

чано зожоя (2‘$) влне@ ваАжяАЯто уонаен4ез зинэтонгооо 9529 06 

(12) ( 0=(#?в р) -/. (ар р —_ (#7 тр) 

(02) пиявоиди и (61) иэзьмя (ВТ) ЕИ 

(02) = (2 бо 44 (р 2) —_ (92 2) 

(вт) = (р т). + (72 м?) р — (о >) 

(Вт) этия я (9) ‘(<) охнех иотииее 

СТО бронь | (рыл — (о о) 

брт) д (0 тир изоонева онакэзиооно (ит) иишэ4ееа и 

(т) р” ев ны (р ту] {= р 

(1) я (91) имеет отой 

о Га’бзА ФА] ГРМ 4] { 
34509 (ст) ниноняваА эинемед . 

Ц Ги ОРД “#8 ] | Фы4 { 

| [99 а] А { 

0 [5% 
Син А СЫ Фо ГАЯ] 

($ #7 “(ур  хнинопой 
-еп ончкохиооно оинонеейк иовьАгои Ты 7‘(5 ‘а 7 ‘(Вы шип 

- =НиАО ви] * рияо = Дт‘ _дрею? = а=тТ (+Т)  яихокоп 

  

- [94] 
ЭГ 

(р 98



{ (бани ль) - РС, р) 1 Г ен аи) Я (22) 
В множестве 1% . выделим три произвольных элемента ©, А, у 

и рапишем (4) для любых двух из них 

Якер = { (@ны, Ягр, Феи, ев, неа) (23) 

@ кеу => Я и, Чжу, Я ее, Яеу, Яги) | (24) 

Я су = С ку, Я 1ед) вер, @ед) 
(25) 

Подставим (23) в (25) и приравняем к (24). После некоторых об0- 

зкачений переменных получаем функциональное уравнение. 

Ре в 2,5, Е) = А [4 4,955, И, м, 2, 25ё)| (26) 

Дифференцируя (26) по всем переменным, как обычно получаем линей- 

ную неоднородную систему уравнений для совместности которой необ-- 

ходимо, например 

  

  

  

  

Эк, 2,5, Ё) ЗА м, в, 8) 
‘9х эх 0. (27) 

244, 2, 5, 8) ЗА, м, 2,8) 
92 г   

Полагая ‘и, = сРирЁ $, попучаем линейное уравнение 

2 (д, д =, 5, +) А а, 9) -- 4, =, -5, +) (5, я 2) =0 

2х _ 98 ” 

решение которого есть 

21а, 5, =) [Фев 9,4, 5] (28) 

  

= 2 -



‘ 

Подставим (28) в (23) и разрешим относительно (Я ил , Чек, Яиеи) 

(ак. Чел, Якек) + (аж, Яве, вед) =0, (29) 

(ак, Я › Чл.) + 7 (@х,, Я еу, Якеу) = (30) 

У (Чи, ед, ред) т (Яр, Ч еу› Як =0. (31) 

равная (29) = (31), замечаем, что должно быть 

(Я глв, Ч ер з Я хер) =- Ре, Я ев, Якед) | 

и, следовательно, соотношение тернарной структуры принимает зид 

(бы, Я ее, Я’ рем} к ан, р, Я лев )=2 (52 

Реализация двух возможных вариантов соотношения структуры, все 
ственно напагавт. ограничения на функции. И. И ф в (22) и (32). 
Разрешим (32) относительно Я кем ` 

Я ке) = Х: [аль ен 3 Я лем), Як, 9, | 

и приравняем к Ч хер из (22) 

я аи, Я ив) — (и, Я дед) › лек = 

” К. [ Р (бин, ром, Ямы) ли, 2, 
(33) не может быть соотношением структуры и должно быть тохдеством. 
Вводя обозначения переменных, получаем функциональное уравнение 

ХЕ) - ров, и = [ое] 39) 

(33) 

"21а =,



продифференцируем (3%) по пяти переменным «2%, %, 5, Фи о Попу- 

ченные пять равенст» будем рассматривать как систему пяти линей- 

ных однородных уравнений относительно следующих пяти неизвестных 

и. эх 1, ЭГ. 2Г 1, 1 

| 9.4) ' и 249,5) 24 28 

ак как система долхна иметь нетривиальное решение, определитель 

Матрицы этой системы равен нудю. В результате получаем 

Ч (ыи), (5 м) 
= 0 (35) 

— # (58) 4 (2,5, и) о 

Полохим в (3 5) 5, =. М = 26946. Тогда 

у (2,4) = Их) 

  

и, следовательно, | 

рее) = 7 +. ея 
Подставим (56) В (22) 

$ (@лы) + 9( а..„) — ль) аа (а, е.]-— Як)” (т) 

Но 6 другой стороны (57) долино быть записано в виде (52), №0 

есть , 

мы, Я ге} ре} = (Як) — ие.) 4“ ии) 

а а нев) = - (а) +0 аа) — на, 

Из сравнения получаем 

у (@ а В (рим (38) 
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Используя (38), можно окончажельно записать решение уравнения (3) 
чернарной физической структуры ранга (5,2) 

Назиа) — РС») — балы) + Рбтльи) + Раны) — ани) 2 
В заключение приведем решение для тернарной НЫ ранга `(2,2,2) 
на трёх множествах {0 = ое ни, бони 7,4% = {2 прно .} = [иные] 
когда прямое произведение 4 #0 р таит на множе0тво 

дойстэительных чисел, 10 есть 

(&, ©, м) и Я им 

ран Фалы) - Рвору Рару- 
= бан) + рано) + Фаны) Иаьд-в 
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$8 ДЕСЯТЬ ЗАДАЧ ПО ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

Задача т. Доказать с помощью метода параметризании, что 

Я: Я 1 

| Якы Янв #90 (о 
| | +1 8 о 

есть соотномение физической струкзури ранга (2,2). 

Решение з Запинем (т) ” подмнокоств с эталонными 

одомонтами №) = 169} = { о ‚ 0} $ предварительно 

разложив (т) по последней строке 

Я Е Яд — Як + У. эй, (2) 

Яра — Ч — Ям 1 @во 20. | (3) 

Если ввести параметры 2; = Ч ;. = Я, 95° 

и = бора. (8) 

Подставляя ( 3) 3 (2), получаем р | 

ори р ори} 80, 
#0 эсзь дейсятвияельно функция | (4) реализует фиви- 

чесную струкфуру ранга (2. =) в форне (т). 

Задача 2, Доказать, что функция Я. = 2; 7 +: + фа. 

моко» быль аналитической формой выраиения физического закова „ 

Ремение & Необходииныи и достаточным условием того, чобы пеното- 

рая бункция Я, * И, $=) была функцией отображения „ реалмау» 

кей физическую структуру ранга (2,2) является 

Зы аь Аб - = А) 8 ($-),, © 

да Ах, :) м 8%.) произлольнно фуйкдии „Для Ия.) “АЯ, +, 
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получаем 

ИВИОВНвеТЕНО, 

ЗЕ бы Эж,) 2 } и+ 2. в 

7. и +7 

‚ Найти феноменологически `‘инвариантную форму для физи. 

  

ческого занона Я, = 2.7, +М. +7, , 

Ренение: | МЗ предыдущей ‚ задачи ВЫ — | . 

Аш) = ег; `В.) = В+. п) 
Каноническая форма есть 

- т )- (Л, 

  

ГДо 

Ю(х:) вар 164) 4 АЖ; , 58.) ЛЯ 

Воспользовавшись рэ получаем 

К) = ехр и = 1+ 24, 

С . С = 1+ 7ь, 

ад = [инжир = Х [еде + +5) „1. 

Очевидно, чо ХЛ С-1, Хе 22+. | (2) 
\ 

Инвариантная форма для физической структуры (2.2 
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| г. 

Воспользозвавиись ( ® ), получаем 

/ | 
(Аг, +1) (Фр + 4) = (@в+10)(4ьы+1) 

Ха) Хань) = (а) Хи). 

а Яр 1 
или „ И Я: бд — | Ами в 11=0. (3) 

Я ие Я кр 4 4 0 : : 

  

Заметим, Что в (8) кекдое слагаемов может задавать соотношение 

физической струнтуры (2,2) 

Задача 4, Проверить соотношение физической структуры 

(2.2) — | 

Я (< Я 

Не (1) 
Якы Я лв 

у 

‘на совмесяность 

решение, Возьмем три произвельных элемения и, 6 и вапимем 

соотношение (Т) при фиксированних ‘би для точек {2,6} 

н.о 
Я бел = Я ен Я в (2) 

Яка Я = бам Чаи. (3) 
Равлелив (2) на (8) получаем 

Ям =. , 
СЯ ки Я ив 

что оквивалентио (1) „Сбовместность (Г), (2), (8) легко про“ 

зеризь текхе с помощью параметризации,» которая призодит к 

функции з 
с 

5 и г 2 2" 

Я г 1 м 

021)



Задача 5. Доказать ›, что функция 

Я с» = ре =) 1+ | + ие Зе +2. 52), 

полученная `параметризацией соотношения 

  

Я; Я ид. Яр + Чкы = 

Я ев Я к Сы + Ча | 

не может быть анали! ической формой, выражения физического за 

кона ‚, входящего в схему структуры (2,2). 

  

  

  

  

  

  

Решение: _ 

ореьза „  Вож 
9х. | в 

Оо д. Р(жн 2 7“); 
2} У 1+4 (2 ям + ЖЬ) 

Следовательно, 

был Эн - Е 2: 9%) 8Ф-) 
10 воть не выполняется необходимое условие ( см.задачу 2). 

Задача 6. Провести параматризацию СооВЕОменияя 

Я: Яка бы 

са, =О0 | 
ей `° а) #1 О 

и показать, что (1) есть соотношение физической структуры 

(3.2). . т 

Решение.  Разлоним (1) но первой строке 

: Ч 1 ! Ден 1 (Л ёы Ч ев (2). 

Занишеом (2) для подиноместв о эталонными элементами 

ар



д-р}, №, =1% 0}, 

  

      

! Яве . В |. = Я рх 1 + Я бы Ярр = 0 3 

" — 6, : м, 

9 Яр 1 вы Явы 1 Яфн (Яр ( } 

_Виедя параметры Я) =м:, 

Ян 4 о 1 —& х 
8 ай м» 

Арн + Я во 1 , 

Я Я ||-Ч | _ | =) 
‘ош Яо || Яве 

находим из (3) 

Я: = Я: $ т ко (4) 

Подставляя (4) в(1), легко убеждаемся ‚, что 

д: фм + а ря 22 + 1 

жен жаре 1 | #9. 
| Же} + И Же + 

— ща 7. Доказать совместность соотномения 

_ | ам Ч» 1 
п» Я 1 | "О. (т) 

‚ Че `Чед 1 
о 

ды отрукеури ранла (3, 2) 

решение. Равдохиы СТ) м запишем для всевозможинх троек ив ен 

4,0 = @ы аа зб, кр + Феи Фр г бур 1 @ы Ар — Чи д = 

{км = Як Яра — Яша Яд + Я «Я» - Я ив ма Я Чиа — Ящк 9 © 9, 

оби = а Янь — Ч « 964 * Чи р — Ям нд + Че; — Че Яр = ©, 

{ода = ды Фор = ебу + бар лей д Чате 
ве.



уже} = фам,=} — Гб + [Мб 

Дия доназательства совыестности (1) по вторым индексам запи“ 

вем (Т} в виде 

  

Век „ На (2) 
Я ед — Яны = Яве ие Я да " ° ` 

(2) для зрех элементов «©, 2, У момно записать 

Як — Яки Су — Чвг 9.д — Яр 
О—--—-.-- 

  

  — 

Явы — Яка Яеу — Я ку Фев и Яир (3) 
` 

Из (8) ‘следуюз вое возмохные соозномения (т) для ерех Э0= 

менее С ‚ в: 7. 

Задачи 8, Провесчи цараметривацию . соозношенмя для физической 

сирувтуры (8,8) Ям р а: 1 

Яны Чар Яу 1. 

Я. @ И: 

та | (т) +110 И 

Решение,  Запишем (1) для подмнонеств с эталонинии элемен-_ 

тами №6, =]60,0}, №, = [46.60] Я бо Яо 1 
| Фон оо об 1 

О =| ам Яро вр 1 

, | 1 4 10 

Вычиен в (2) трефий столоец из предыдущих 

5 

0 г 

с 

Дек = Яо Я г) <= Ч 4 

Яды — Яро Я де ыы Яро й = 0 (3) 

Яры — Яр Яро — Я 1 
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Равлагая (3) по элементам первого столбца и вводя параметры 

Я = 1) Я — бе = с , 

Яо -. Ясь {. Яд — Ядо 1 ры $ 

® < 

Як -Я» 1|| Яо -Яю 11|, р 

  

  

Я сы - Чо» Ясь — бов Яор — Яро 4 ыы 

Яд -@ро Яро -Я|| Яо - Чо 1 [ ! 

приходим к 
' \ 

Я. = м т: + И , (4) 

Легко проверить, что подстановка (4) в (Т) обращает (Т) в тож- 

дество.. 

Задача 9. Доказать совместность соотношений для физической 

ктуры ранга’ (8.8. отр уры р (8,3) |2. а бу 

Я Яир Яку = О 

Яи Чев Ч (т) 

ренение. Запишем (Т) для любых трех точек из ©, ^, 2, и ›„ пред- 

варительно разложив (Г) по последней строке 

{2%} = Яы (я а», -Я.„@иу) + ел (Я. б.у — Фи ку) + Чери Я Чи) 

кн} = (ар аа дроу) а (лк - ван) + ли дан), 
|2} = дни (ауру ба бу) + нь (бы би — алк) + Чл (бы бб), 

[еы < (рб - Фара) + Фор (бы — бы) + ну (буи, 

} 
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боочношения ‘для точек {Гм}, {ем} и {кем} можно. 
рассматривать как, ‘систему из трех линейных однородных уравнений 

для Ярзы, Яна, › Яму —  з Вбторвя должна иметь нотривиаль- 

ные решения. Ранг матрицы системы для этого должен быть. ВАде 

нулю 

Я: Яну — Яр Чу Якх Я, — и @ ду Я Яка - Чи Ч: 
— 
Зое О. 11 Че, — Че а, Яр @ —9. « Чеу сы без — Я Чл (2) 

Яр Че я Я Ч. Др Ч ку = Яка бе "бы Фев — Я» 4 «8 ` 

Легко показать разложением, что (2) можно привести к 

2 
@: Чл Чу 

Яка Як Я ку = с 

Яез Че 7. Яеу 

2 

откуда и следует (Т). 

Параметризация (т) дат Ди = За +. фе и подстановка этой 
функции в (Т) обращает (1) в токдество ( проверить самостоя- 

тельно), = 

Задача ТО, Показать ‚, что функция отображения 

Я = 2; $« + < (т 

“+0. 

реализует физическую структуру ранга (4,2) В форме: 

В. Чл бы Яд 1 < 

СХ в Сил Я кв 1 

бед Яр Че бр 1 (2) 
Ямы Ян СЯ Яна 1     
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ешение, Подставлия. (2) в (1) и освобождаясь от знаменателей 

‘в кеждой строке получаем = | | 

(я а) (а + бр) Скерр р) (ет бы) (рее И би) 

Сеид) (вере у С) бы оса) (иль |, 

(кедры) (веб) Серра) серр р Ч) езсет |" 

оды у бы (оды) ыча) зи) етй) (ден) 
``Резлохим определитель (3) в сумму определителей по известному 

правилу а @+е д Ё а с 

6 е+А | “| е ТА 

В определиееле (3) имеется всего три отличных столбика ( если 

отбросияь общий. коэффициент) | 

24. № 2. 5; 3.1 (4) 

хе 2 т 

ее % т 

2 № т 

Ясно, что в разложении (3) на определители четвертого порядка 

любой -из них будет содержать какой-то из столбцов(4) двак- 

ды и потому’ каждый член 3 разложении опредедителя (3) обращает- 

бя в”нульу это 'игдоказываехт , что соотиошение (2) есть соот 

‘Вошение ‘физической ‘структуры ранга (4,2). | 
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