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$Т. Некоторые примеры 

црехде, чем приступать к полробному излохению темы настоя- 

дей работы, рассмотрим несколько примеров из геометрии и бизики. 

Пусть С./, К — точки евклидовой прямой. Каждой паре точек 

<6/> ставится в соответствие некоторое число (6) = 

расстояние меду этими точками. Предполозим, что на прямой выде- 

лено направление и расстоянию се) приписывается определен- 

ный знак в зависимости от взаимного располокения точек 6,/ , 

так что (7) = - (6/7 ‚ 10 есть (См= д.-м, те 

2: - координата точки на прямой. Трем произвольно выбранных 

точкам Е,/, А будут при этом соответствовать три взаимных 

расстояния ( 21 (СА, (к) ‚ которые удовлетворяют урав- 

нению 

(2/7 - СЕК + (Е) = О, Из» 

зозно также сказать, что уравнение /3,[/ задает связь мел 

тремя расстояниями, Особенностью связи /з,Т/ является ее универ- 

сальность, то есть эта связь имеет место для любых трех точек 

на прямой и не зависит от их взаимного располохения. 

оли ше перейти к евклиловой прямой без выцеленного направ- 

ления с симметричины расстоянием ‹(<//) —, то универсальная 

‚ связь между тремя расстояниями (//, (А). (/А) 

будет залаваться с помонью определителя Кэли-сенгера четвертого 

порядка: 
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гле Дер” - квадрат расстояния сел= Же] . 

Рассмотрим далее евклицову плоскость, на которой кахцой па- 

ре точек «2х ставится в соответствие нолохительное сим- 

метричное расстояние (6/7 ‚ причем [С т” = СЖ: -м,) + 

СУ: - 9; 1 ‚ где ;, и: координаты точки, Нроизвольно взя- 

тым четырем точкам ,/. А, будут соответствовать при этом 

шесть расстояний (ЕК, СЕ, СКА, Сул, СК Е) , 

связь межлу которыми зацается с помошью определителя Кэли-шенте- 

ра пятого порялка: 

    

- У (ра г. 0,73 С) М г Дек) } (Е Е 1 

Гри: ДЕ-И -2 =. 32 

д (1 0 ка {; # ] 1 
м 

Г (р 92 г .; 32 г ура : - + 
Кл [4 е [КЕ] 1 =. И5.З/ 

Рая 2 а г . за 

[СР ДИ (%е О 4 

ЯР 5 я 

1 0 1 1 О 

Сзязь /3.3/ также оказывается справепливой для любых четырех 

точек на плоскости, то есть имеет универсальный характер, Иоли
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никакие три точки из четырех не лежат на одной прямой, то мезлу 

честью расстояниями другой связи, кроме /З.З/, нет. 

потественным обобщением определителей /З.2/ и /8,3/ являет- 

ся определитель Кэли-Ментера поряжа и+2 (9 >41) „с 

помощью которого задается связь мехду всеми взаимными расстоя- 

ниями для любых п+ а точек в Л. -мерном евклиловом про- 

странстве, метрические пространства и инобества, расстояния ме 

ду точками которых удовлетворяют соотношения: типа /В.е/, /В.5/, 

полробно изучая 9 был7елЕйе@ Д.. М. в своей монографии 

[12 . Отметим, однако, что форму определителя Ноли-Ленгера 

Вёл рерка рассматривал как данную извне, а не как 

следствие некоторых нивариантных свойств метрики, например, бе- 

номенологаческой симметрли /см. слелуюций параграб/. | 

Нерйдем теперь ‘к расемотрению линейных векторных пространств, 

в которых определено скалярное произвепение, сопоставляющее каз- 

дой паре векторов <> некоторое число СЕУЛ ‚ В одно- 

мерном пространстве ‘любые два вектора ‹,/ линейно зависимы, 

что приводит к обращению в нуль определителя Гредые второго по- 

рядказ. 

ОЕ) (Ей | 
1 а и : 

| | 
| |=О,: /В.4/ 
] т с { - 

| (ие) (1/7 

те ((//= Т.Х; ‚В двумерном пространстве любые три векто- 
а з и __ = _ . 

ра ‹‚/’^ линейно зависимы, поэтому определатель Граха треть- 

его порялка обращается в нуль:
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где (21) = Я, 9 9 . Соотномения /з.А/ и /В.5/ зада- 

0 связи меду всеми окалярными произведениями для любых двух 

и трех векторов, соответственно. Обобщение на случай и -мер- 

ного ланейного пространства, очевално, не представляет затрудне- 

ния. Обрашение в нуль опрецелителя грага иг+ 4 порядка явля- 

ется следствием линейной зависимости любых +1 векторов. 

Скалярное произвеление ‹‹/) есть, как известно, били- 

нейная форма, соответствуюзая полохительно определенной квадра- 

тичной форме. соотноления типа /г.4/, /3.5/, олнако, будут ныеть 

место п в том случае, когца {‹ «ул есзъ произвольная билиней- 

ная борма [27 . | 

па евклидовой плоскости суцествует простая связь межлу пло- 

щадями треугольников, Пусть каздой тройке < Сук > точек плос- 

кости ставится в соответствие величина ( (ик) =. ии Жук = 

Аки ау Який - ИА ‚ пропорциональная площа- 

ди треугольника, вершинами которого являются точки 2, К + 

Нлощади треугольника приписывается знак в зависимости от направ- 

ления обхода точек 6. у, К _„ Четырем произвольно взятым точкам 
2 

(,/.:“, будут при этом соответствовать четыре значения 
РГА} ИГ): = А 2} Г. ЕЯ Е (2/ЕЛ, АР), (ИК) зеличинн, пропорпиональной 

цлодади, уеху вкоторыла сутесточет связь, зацаваецая уравиеииетл 

из . 0! , ср, 2] и. 9} 2 Во: 

(ИК - (Л + (КЕ) - КЕ =о | /3.6



( 

Связь /в.5/ вырахает свойство аддитивности плочадей на плоскос- 

ти, что легко понять из геометрических построений, 
2 . з а # Ра 

20 всех примерах, приведенных выше, точки ©,/, ис 

. принадлехали одному и тому хе мнолеству: либо прямой и плоекос-. 

ти, либо лянейному пространству. г.й.дулаков [32 впервые обра- 

зил внимание на возмогность рассматривать отношения мезду точка- 

ми различных мнодеств. Следующие бизические примеры погут про- 

иллюстрировать это обстоятельство, 

пусть С, / - материальные тела, характеристнкой которых 

является масса /” ‚а Хх, - ускоряюцие системи, характернс- 

ЕкОй которых является сила г. ценной паре <6.х> ставит- 
и 

ся в соответетвие ускорение (= ИИ ‚ которое с005- 
» Е 

цает телу 2 ускоряюлая система Х . Двум тели С./ 1 и 

м м ускоряющим системам ‚Я будут при этом соответство- 

вать четыре значения ускорения (‹.&/, (2.8), (АК, САРА 

между которыми существует связь, зачаваемая уравнением 

| <, (2:8) | 
” = И и 

— щи. /=.7/ 

# 

Соотношение /2.7/ выполняется для любых двух тел и любых лвух 

ускоряющих сготем, о 

другой пример могно привести из электродинамики постоянных 

ТОкоР, | 

Пусть .и.к - проводники, характеризуегие сопротивлени- 

и А а ХФ у А — источникя тока, характеризуелне олектро- 

двигулей силой & и внутренним сопротивление: 2 . Кадлой: па- 

ре <<.х> ставится в соответствие величина  (4.%/ = 

=) Ат 2 / Е ‚ обратная тону, текущему в пени, состоящей



а 

из провонника © и источника тока Х .„ Трем проводникам ©./, 

К и двум источникам тока х. В будут при этом соответство- 

вать тесть значений величины, обратной току? (6.Х). (6,2), 

(ИР, (2, (к, х/ ‚ (^,Р/ , между которыми существует связь, 

залаваемая уравнением 

} , о я 
г (6,2) 1 | 

/ | 
| с 

и} мо и ‚81 4 У. /3,8/ 

р’ и! 

е
н
к
о
 

СА, (К) 1 

Соотношение /2.0/ рсыполняется пля любых трех проводников и до 

бых двух источников тока. 

саметим, что если в первом ирнмере /5."/ из казцого мнонест- 

ва бралосъ равное число элементов /по два/, то во втором приме- 

ре /3,5/ эти числа были разными /по три и два/. Здесь сразу ке 

обнаруиваются новые возмонности обобнения соотношений ИЗ. и 

/3.8/, отлачные от схем обобщения определителей Кэли-менгера 

/33/ п Грама /з.5/ при переходе к пространствам большей раз- 

мерности.
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*/*т°ь и Яолинтозобн ‘ох хннчкепаэтел ‘итооноони‘иоиван ев 

-о1/ аознаиене чойоовн хноми них озоэи чзейи нникой /о*а/=/т*а/ 

БИНЭПОН00о Оль ‘Экочио мох я изевао хизе ипоонакеодэвинА пеня 

-зотего вотавиак /8*5/ - /Т*Я/ поввао вии винодебня оть ‘поз я 

2101009 Го? эаомгду* у“ иинехогопте@н хннасноо ви оно с 

ииаленлио ромозвичоконемоней пиннибн *25
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посталочно полохить =. 

зесть взаимных расстояний, соотвезотвуцих четырем произволь- 

ным точкам (,/›К, @ па плоскости моно рассматривать как ко- 
Е 

ординаты некоторой точки в ^” , Предкололны, что мнохесево 

точек /0 2/7), СЕР. (УКА. ПРАСКТЕ К 2° образует в 
Е к „ О=о К поверхность, задаваемую уравнение © = ‚ то есть 

Я и о р 
и. (КИ, (161, ПИ уе = Из ПИ 

для любых четнрех точек Е, и: д, @ ‚ цеобходимо навти вид сзя- 

зи /З, ШИ. Очевилно, что соотнонение /з.3/ является очным из рэ- 

шений отой запачи, опнако, не единственние. 

зоргулировка задач, соответствуюдих соотношения И.А Е /3.5/ | 

такие не прелставляет затрулнения, Точки /{2/7/, (711, (6&/ (ТЕ Ю` 

я [Е.С (ии. ИКЕА, ( СИС, (Ар. АЕ, ие), КЕ @* 

должны образовевать поверхности, задаваемые уравнение: 02 = = О, 

то есть 

Ис Я Е 166) М ИИА рт (и, 6 Е 7 = . Из. 

Е ож а она у = Жк $ Я& „ = з . й: * я” ; СА, СКК ЕВС ИКТ ДВ, 

для любых двух и трех векторов. Заметлы, что задачи, соответству- 

ющие уравнениям ИЗ. И и /3.Т2/, /З,ТЗ/ полностью не релены, хо- 

тя известны некоторие частные решения. 

7 . > # ° 

Четнт рем точка: Е , / . К,* на плоскости сопоставляются че- 

тыре значения (2/ / АЛ, С ., а: А #/, м ИК 2) _величянн, пропорцио- 

нальной плошади, которые задают координаты некоторой точки в Ю“ 

Предполоним, что мнодество точек С ‘/ «) (а (КЕ, ( ик 2/7 & Е? 

р (и) Ю' © образует в у поверхность, запаваемую урарнениех “ " з 

то есть 

$
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хе 
для любых четырех точек г... я: В ‚ необходимо найти выра- 

хение для функции 9 . ста задача при некоторых дополнительных 

условиях приводится к буникциональному уравнению 

я г бро / аа а — 

ежи аля РЖИ, Л. Е.М. , 
я Я“ и ом о и я 

решая которое находим вни связи /в.ТА/ : 

и, т, ны в „о р, =  - НИ, 0, — : ны 

СЕЛ -ФДЕУЕЯ + ФСЕ ГЕ =О0, 1/35 

гле 4’) - бункция одной переменной [41] . Соотномение 

/3.6/ является частным случаем связи /з.15/, когла ИИ =. 

Примеры /3.10/ и /В.Т5/ показывают, что принции беногенологичес- 

кой сигметрии приводит к достаточно нирокому классу связей, так 

как остается произвол в выборе пункции СЖ). 

Задачи, сбормулированные для отношений межлу элементами од- 

ного множества /точек прямой, плоскости и т.д./, решены только 

в самых простых случаях, Иная ситуация возникает при перехопе 

и изучению связей и отношений метлу элементами различиях множеств. 

В этом случае наиболее. полно разработана метопика рецения, преп- 

лохенная автором [4] , и получены результаты не только нля 

простых случаев, но и для самой общей постановки. 

Двум телам (./ и двум ускоряющим системам Хх,  сопос- 

тавляется четыре значения ускорения АЕ, ), <”, хи, /? 

которые монно считать координатами некоторой точки в. А” » 

Пуезь пнокество точек [м (6,2, (и. И, (947 © Е А” образует 
27° Е Рай 

в К поверхность, залазаенлую уравнение: = -з, То есть 

О о /в.16/ 

для любых пцвух тел 2. и лобых двух ускоряющих систем Хх , 

Я . Требуется найти вырахение для бункиии 9“ , удовлетворя- 

ющее принципу беноменологической симметрии, эта задача била ре-
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лена г.И.пулаковым |5. с помощью введенного им потода пара- 

метризациия, вайдено, что съязь /5»Г5/ задается уравнением 

; з ИГ * } 
| $ С РИ УЕ ‚82 

У ГУ р а | | ИДИ ИРА | 

где (т) - функция одной переменной. Соотношение /В.7/ явля- 

ется частным случаем уравнения /В.Т7/, когла (/. = +. 

Эта задача решена автором и другим метолси [4] , который 

модно было бы назвать Зункциональннм, так как он приводит к ре- 

шению функциональных уравнений типа 

У Джет = (У. 549,87, 
и: наконец, сбориулируем задачу, соответствузщую связи Ио. ЗИ, 

Трем проводникам 2. и . К и чвум источникам тока &, ‚А 

сопоставляется шесть значений величины, обратной току, ((,%“/ , 

д ‚82. (ИЖ, ( и а), СА, А, (Ав? ‚ которые моно считать 

шестью координатами пекоторое точки в А” о . урелпологим, что 
6 _. Г й 7 

мнохество точек /(6.#/ 062, (уха, (и в), СК, х., (АЛ К 
г 

совпадает с поверхностью, зацаваемой уравненией 97 =0 , то 

есть 

ОРГ, и), (ев. С, #7» А УИ, СК 81 = О /3.18/ 

пля любых трех проводников {, и ‹ А и лобых двух источников 

тока ‚А с Необходимо найти вырахение для функции 2, ота 

задача была решена автором методом параметризации [4] . Устеа- 

вовлено, что связь /з 3»15/ ‚ удовлетворяющая принципу феноменоло-. 

гической симметрии, моет быть задена уравнением
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где Чл) - зункция одной переменной. замечаем, что соотноше- 

ние /3.8/ является частным случаем связи /В.19Э/, когла ИЕ, 

Задачи /3.16/ и /3.18/ допускают естественное обобщение, 

которое било предложено 0.И.Кулаковых ° Г3! . Имеются два мно- 

жества  //б , /С произвольной приролы. На прямом произве- 

дении этих мнохеств задана числовая бункция, ставящая в воот- 
= 

ветствие каждой паре <‹.“> & //6Х хо некоторое число 
Ге в = р етех ЖЕ у ; а 
Фе, Е < ъ Кортеху е <, <; 22, ХА... 

С 

и 39 2 #т 

= #76 х 76 
=. 

4. 

где м зе р числа, будет тогла соцоставляться чис- 
а = = 2 ИТ 2 

ловая матрица (ке, Ху. г ‚ рассматриваемая 
| 

как точка #7 и =мерного пространства А . Предполоким, 
я 

#2 / г} = = У 

7 что множество точек ((/А М.Г ©, образует 
уе гу) д 

ры 

в“ поверхность, задаваемую уравнением‘ `^ = С” , то есть 

2х и ЛАГ В ива. т \ . О 

2 1 е) К Ву Е /8.20/ 
*. эй . 

и зл =. м 

для любого кортеза <‘/^ о У. < #79 Г. “.. ря
 

Требуется найти внракение пля функции Ч удовлетворяющее 

принципу беноменологической симметрии. 

Основным содержанием настояцей работн является решение за- 

дачи /3.20/ для преизвольных значений пелых чисел и * с 

- помощью предложенного автором функционального метода !124! . 

Более строгая формулировка задачи /3.20/ бущет дана в первом 
параграфе основной части. 
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ЗТ. Математическая бориуларовка теории бизических 

структур. Основная теорема, 

Ро 

5) в работах [5], „= х.И.Кулаковым бнла дана матеме- о 

тическая формулировка теорни физических структур. Нростейшие ва- 

рианты теории были рассмотрены методом параметризации [61 , 
а 

[7] . Олнако, в применении к структурам внепих рангов этот 1 

метод встречает значительные трудности. С пругой стороны, бор- 

мулировиа исходных аксном бизыческой структуры в | [6] лана с 

учетом праменяегого параметрического метопа последования. В нас- 

тоячей работе приводитея более естественная экривалентиал бор- 

мулировка аксиом |8) 1 _и применяется Кункциональный метод, прел- 

лохженный автором [4 ] * 

Пусть имеются два мнозества // и /б , элементы которих 

обозначаются строчными латинскими и греческими буквами, соответ- 

ственно, и имеется такле вещественная бункция О: 7/6 *76 К, 

сопоставляющая каздой паре <‹(.>> из прямого произведения 

76х76 некоторое число (гы Е Ю сз сообракений улоб- 

ства в дальнейше: вместо (С/.х будем ппоать (6.х) , то 

есть (2,5) = Ох ‚. 

Определение Т. Два элешента ©,/© 776 /соответственно 

Х,В 76 | считаются эквивалентиний: 6 т Исоотв. ©“ 

} = А /, есля цля любого © 76 /соотв, А © 776 / имеет 
место равенство ( геи. У» (соотв. СА.Х/= (А.А) /. 

Будем прелполагать, что но ввеценному отношению эквивалент- 

ности мнохества //б и 76 бекторизованы, так что все эле- 

менав, окразалелоные дру доузу, отохлествлены. эсла хе наддет- 

  

р» 
м2 Я = АХ 

ся хотя бы оно такое УЕ 76 /соотв. А 7/8 /. ‚ что вн- 
: ” ОА А СА, ‚А 

полняется неравенство (6. С (и: я //соотв. ( д.) й
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то элементы &,/ < 7/76 /соотв. (А Е 76 / считаются различны- 

ми: С#/ /соотв. Я А /. 

Определение 2. Кножество 776’С 6 /соотв. 2 'С76 /назы 

  

вается ограниченным, если оно может быть представлено как объедине- 

ние конечного семейства его подмножеств 7/6 р /соотв. 75 /, каз 

дое из которых обладает следующим свойством: существует такой эле- 

мент «р 76 /соотв: (2 < М6 /, что мнокество значений функции 

дк { 9,7 > Ю Иеоотв. 9:29 17х76 › > ® / ограничено: 

Очевадно, что объединение конечного числа ограниченных мнохеств 

такие есть ограниченное множество. Зададим в мнохествах //6 и 76 

топологии, введя фундаментальные системы окрестностей. Пусть, напри 

мер, Се 1/6 - некоторый фиксированный элемент, 75° - ограниченно 

множество и &>0 . Обозначим через /2(., 75,Е) мнонество всех те 

элементов г © //6 ,‚ для которых имеет место неравенство 

(2,)-Со,5]< при любом хе 76’. Семейство всех /Ю(+е, 78.2) 

для всевозможных ограниченных мнохеств 7’С Е и любых значений 

положительного числа & принимается за фундаментальную систему ок- 

рестностей точки (. . Действительно, пересечение окрестностей 

АСТ: ,Е:) н(4е.7,82) содернит окрестность 

ЮР (о, 78 ; ИБ. т 7 СЁ:,ё.Ы. Произвольной окрестностью | 

этой точки назовём всякое подмнохество из //6 , содержащее некото- 

рую окрестность из фундаментальной системы. Аналогично вводится фун- 

дементальная система окрестностей точки «<, © 76. Произвольную ок- 

рестность этой точки будем обозначать через (2). 

Предложение 1. Введённые выше системи множесев /”((е/ и (20) 

  

тие 

удовлетворяют аксиомам системы окрестностей точки и определяют на 

  

мнолествах //6 и /б единственные отлелимые топологические 

структуры / [91 , стр. 20 /. 

По опоеделению 2(5) , всякое полмножество множества 776 , в0- 

дерзащее (2) , также является окрестностью. Пересечение любых



  

= 18 = 

двух окрестностей 0.) и А Со) является окрестностью точки 2 

и, кроме того, очевидно, г. Е (/.). Поканем далее, что пля любой он- 

рестности //.) можно найти такую подокрестность Ю ИГ.) С (Ее) 

что (ес) является также окрестностью каждой точки с'Е © (6), то 

есть точна (’ входит в ©((>) вместе с некоторой своей окрестностью 

Р”'/ . пусть окрестность ДЕ.) содержит мновество 6..7’ =) 

из фундаментальной системы. В качестве подокрестности /2 2.) возъмём 

мнолество (62. 78’, &/?) , очевидно, входящее в окрестность Де). 

Для точек (’Е 0 ,) имеет место неравенство |(('%)-(Го,4)] < КИ? , 

Е 75’ . Рабиотрим у каждой точки с ^© А (2) окрестность ©” ’/= 

- 0:78, Е/2) , так что ее -е < 2/2, Е 76' для 

каждой точки с”Е 2’) . Для того, чтобы О” Е АЕ.) , доо- 
# 

РЕГИ ; :} Е 7х 
таточно внполнения неравества [(6,54]-(*>, 5) Е,“ ГО , 

и , 
которое в действительности и имеет место: |(2,9/)- (о, Е = 

| (ел) - ея 19) - (Со. < 612 + в /2= Е.Е 7Б,, 

Заметим, что отобрахение 9:75 * ‘4 1-> А непрернвно для любого эле- 

мента (Е }]2 , так как построенная топология мажорирует слабейшую 

топологию, но которой эта функция непрерывна. Если © * и ‚ то найлёт- 

ся такое % , что (6,&) + (ух) . То есть для любых различных элемен- 

тов (./Е 8 существует непрерывное отображение 0: 7/78 х/« $27 

мнохества 775 в отлелимое пространство К ‚ такое, что образы эле- 

ментов Е и у различны. Но тогда топология в ИБ будет отлелимой 

/9] , стр.тоэ/. 

Заметим, что использованная схема задания топологии в некоторой 

степени напоминает построение ‘сильной топологии в сопряжённом линей- 

ном пространстве. Отличаются только определения ограниченных множеств. 

Откритыми мнолествами в //8 будут такие подмножества, которые являют- 

ся окрестностью каждой своей точки. При этом любая окрестность (457 

“ содержит поцтокрестность, являющуюся открытым мнодеством. В дальней-
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шем излодении удобнее будет о ыы только открытые окре- 

стности, Очевидно, что система мноместв ('%>7 такле онреде- 

ляет в 75  епанственную отделимую топологическую структуру. 

Топология в поямом произведении мнохеств /’б и 76  инду- 

цируется естественным образом но топологии сомнохителод. 

Прелловение 2. бункция ©: 77678 К непрернвна. 
> ое 

ти * ры 7 ры _ и _ =” ву . , т . 

Нусть со!’ 6, {о Е 76 произвольные точки. Рассмотрим 

к.
 

& окрестность точки (6..1 © 1 к ‚ Эиввемуий неравенот- 

вом ИХ - (4.91, Боди 2 =^ И. 
ва 7} ий $ г } Хх е, . р ее 

& Е {М {(Яе, Зо, Дет. 1). 2) ‚ ге Её. =Е ‚ то бу- 

2 - ; 3 —_ к 7 _. я р > Ю и, . 

дет выполняться неравенство {!(#.%) - (Се. 4221< 8, в самом де- 

ле, (Е.Л - (бо, 1| ЕАСИ т | 12, Хо) = (62.0021 < 

У 

«Е. = & . Таким обрезом,значения (4%) находятся в 

< -онрестности точки (6е.%.} для любой пары <(.Х> © 
_— Го = Гу. ? и ай © /, р ий. 2 ИИ с р __ 

= А (( 8,1991, ё «АХ С Жо, (в. 101, 61). 6.) „. нолество 

и ГОА Е „= . у - у > в $ 

А ее, 2. ЛКС (#6. (Ее. ИУ, 6:1. 2) ’ является ок- 

рестностью пари <22.Х.> < 776^76 по пидупированной на 
ххх с 9х 
о“! топологии. 

ПХК. ХЕ м 176 "2 = УБх7Ех,..х 78 

прямом произведени 

ТЕ
 

и Пусть ( 776 м
а
 

хе 
# 

’"  -кратное и #7 -кратное прямые произвецения инохеств РС Уч
 

и /б „те 7 ИЯ - целые числа. Злемент прямого про- 

извещения, как известно, назнвается кортехем. Построим бункцио 
д: к 75” МИ 7 , сопоставляя каглому кортеху 

«А, Аут 778 775" Ц # у ря числозвую матрицу разме- 

ра ‘их



тЫ 

и : $ = ом (к) (1.8) {6.52 | 
и „ 

# За 

Я) и .@); и} У 

и 11“. . 

    
      : :} #2! р 2 ие} (17,3) $ В.Р: ср у? | ие фи. 

- ) РРР УТ рассматриваемую как точка ›„ 2 -мерного пространства /?’ 

матрицу /Т.Г/ в целях сокращения записи удобнее выписывать в 

(К&) 2 В] (К. и] | (А, о ИТ. ГУ 

Ими 2 м Е 2" 
одну строку; (ИК. В, Ву ТА = (ЖА. Ша... ти © М .. 

Предложение 3. зункция 27: 776 "к Е" — А непрернв 

Рассмотрим произвольную точку {г} о Ко... 120, во... Е К 

соответствующую ‘кортелу < с/о. Ро. ‚ЕЕ 

и некоторую ее < -окрестноеть. В соответствии с предлонени- 

ем 2 можно найти такие окрестности (27 и (7, (42 

что булет выполняться неравенство |(2.:7)- (40.571 < & . 

Затем мохно найти такие окрестности (7 и (8 , 

что будет выполняться второе неравенство ! {Е.А 1-е 

ит, д. 13 условия © -близости всех элементов матрицы та АЧь ЙЕ 

к соответствующим элементам матрици (2 ‘о Ко. 370, Хо ро #2) 

Аа 
определятся #! окрестностей пля казцой точки го ‚/з 

ее 
я 

©
 © С 

и 77 окрестностей для каждой точки @я И ут, 25 

Всли взять пересечение окрестностей, то определятся такие ок- 

рестности /(427, Куй, КСК, ИЛ 90, 
Иво Зи Ио} ь 

©!) Ро ИЕ... (Ее) ‚ ЧТО ынохество значений 
а ив. рр -, я ти 

ор сх ЕК Со х Е бункции А!: 

зудет находится в Е -окрестности точка ( [о /о Ко. 2. 2, Зоо а...



- = 

То есть элементы матрици /Т.Т/ дудут находится в $ -окрест- 

ности соответствующих элементов матрици (бодеКо .., Ма. 
Хоа ео .. Те) „ебли «СК. .ХАр ео < к Юй, 

я Ы в. (А 

‚.. Х КЖ 4}е7 Х СС) к С; Вох... х И... 

и — И зе АРТ 
Определение 3. “реобразования пространства ^ ‚ соот- 

ветствуюше перестановкам строк и столбцов в матрлие ИТ.Г/, на- 

зывартся каноническими перестановками. Точки @”" , перехо- 

дяцие пруг в друга ирн некоторой канонической нерестановке, на- 

знваются канонически сопряхенными или, просто, сопряженннии, 

Эбозначим ыы “"  мнокество значений построенной БунЕ- 
и} #77 22 

ции /7: 776х765" м ‚ Заметны, что „  инвариантно от- 

носизтельно канонических перестановок. Поскольку ИС Ю”” 

могно наделить инолество топологией, инлупируемой в и 

топологией пространства А’ , При этом окрестности точки _ 

и относительно / есть следы на и окрестностей той 

це точки относительно д”" . Очевицно, что функция 

АВЕ" М о, непрернвна. ВБортея прягого произве- 

дения считается непиагональным, если в нем различны вое элецен- 
т 

ты из мнонеств 7/6 и 176. Вапригер, в недиагонельном 
я. . /. = , И ри ‚м ЯР = ‚. #3 _ 

кортехе < -, ж... 14, ХА) ие» Ив СХ РЕ долЕно быть 

СУ АЖеИ ци Итдяуте г. 

елелене 4. Товорят, что тройка 

< 776.75, @: №5 +78 -> ®> образует бпнарную физическую струк- 

туру ранга (/е.^/ , если выполнены слепующие условия /аксно- 

мы физической структуре/: 

А, Отобранение б/у ту 6 М ‚ определяемое фуни- 

цией © 7‘. Ир Г” , открыто для лобого недиатонального 

` д к ж 99-1 Е отит, Е ® пате- 

кортеха <> > & /Ё ‚ гие я =“. Е $ отобрахе | 

; -. # #2 т - я : У ооо 

ние 22/А.. 91: 75 >, опрелеляенов { пункцией # И 

з р ; теза х} ,‚ откоыто для лобого недиагонального кор



ы 
«Ан. > Е ИБ" де А, 1 ; бунашия 
р хм м . ; 

И: 16 к78” -— И воть открытое отображение. 

| В. Существует аналитическая функция © / -> 7 „определённая“ 

в связной области & < 2””" такая что мнохество ‹// является 
`открытнм подмнокеством мнохества Л“ ,‚ задаваемого уравнением 

| 92 =0 ‚то есть 

Ее и“ и. Е 7 2 = /=/ 

‚для любого кортева < (ИКИ, Ву. © 778 я 78”. 

| _ С. В любой окрестности относительно и произвольной точки М” 

найдётся такая точка, в которой градиент СР отличен от нуля. 

Согласно условию А, множество 7/6 , по крайней мере, (и-1/ - 

‚ мерно, а мнохество 16 (#и-1/- мерно. Однако, условие А отлично от тре- 

бования, чтобы инонества ЙЬ и 7 были многообразиями соотвеству- 

| ющеи размерности, так как олатаетоя открытость отобрахений 

| Яру: 75 = "71 Н @ёук, „87. 75 Ы пля лобных недиаго- 

| нальных кортелей “Ау, т? = 78" в ев из Е ИБ”, 

‚ Кроме того, эти отображения не обязательно инъективны, то есть в 0б-_ 

щем случаене являются гомеоморфизмами даже локально. Можно привести 

примеры, когда мнохества // 6 и 76 являются многообразиями 

размерности (”-2) и (7-1) соответственно, но ‚д этом не внполня- 

ется условие А. Отирытость отобранений @/А- 27: 2778 28” и 

С ук, „127: 78 > ®”"" налагает дополнительные ограничения на ис- 

ходную бункцию ©: 77 Вх76 > © ‚ при этом определённые в инохе- 

ствах / / 6 и / 6 топологии не вырохдаются в дискретные тополо- 

78 РА 

  
гии. Вообще говоря, мошно было бы сразу считать, что 77 в и 

топологические пространства и функция (7: кз непреривна по 

совокупности переменных, не затрудняя себя построением топологии, но 

это увеличило _бы число начальных предположений. В силу открытости 

отображения М: 7 76” 76 ‚> ‚ таке требуе:лой условием А, окреет- 

ность любого кортена “ Г/А „И, дву. ге 776 *78” переходит в ок:



\
!
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’рестность относительно „// соответствующей точки (2/К., У, Ву... 5). у и 

Основное содеркание теории физических структур заключено в усло- 

вии В, которое возникло из анализа строения физических законов, запи- 

санных в так называемой феноменологически инварпантной форме, содеу- 

хащей только измеряемые на опыте величины /см. Ю.И.Кулаков [37 И. 0=- 
т 7 а я д 

`Еритость отображения Я 7 —ыИ ‚ таким образом, означает 

сохранение структуры физического закона в локальном смнсле. 

Точки (И ,‚ в которых градиент 2? отличен от нуля, не являют- 

ся особыми точками мношества МУ +в соответствии с условием С, 

мнохество таких точек плотно в „И.В силу аналитичности функции 

(2 , ннохество /// пывет нулевую меру относительно & =. Поэтому 

паке если бы градивнт р обращался в нуль всюду на У ‚ это не 

означало бы тохдественного обрадения в постоянную функции @ воб- 

ласти & . Отсюда вытекает существенность условия С. В точке, где 

97 ой @ * 0 , инолество // монет быть задано локально уравне- 

нием, однозначно разренённнм относительно одного из аргументов, то. 

есть некоторая окрестность такой точки есть аналитическая поверхностт 

размерности (/Ии-1). | 

ТЕОРЕГА. Бинарные бизические структуры ранга (И,"), гле 
. лень иен = ая — & 8 2 ., : р = = = + изза ‚ существуют для 77 *х ‚ИИ? 

и Тита =9 . поли трона < ИР,/6, 9: 7687 К> 

образует бинарную бизическую структуру ранга (’”7,/?/ ‚, то в любых 
° ‚в } =”) И } ` р ^5 

окрестностях А“ >/. (4%) произвольных точек (°@ 778, Чо 78 
_ я жж м у = У и. } 

найцутся элементы 1 © (65), 01 © 7) , для некоторых окоестнос. 
„би, И} д: Ик, ) > тез Е, 9 (9, ) которых функция ©”. Ае, +) А и множе- 

7771 ПЛА» 7”, Гб, ПИ 
ство значений функции ИВ: Г = могут быть заданы 

следующим образом:



 
 

а также 
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' я 4 а | 
в —- : : 

М З #1 1; т и У у: к _ Я. $/ 

Я У, И. ВЕЕР Ее 8 — С э т. 1 > ? 2; , 
ь и м“ й 

. . т # 

    

  

т . 7-2 == Дт 
< 4 З р #7}= а г ы а в ) 

я 2—5 Я Е* и а те ЗЕ и ‚ . о = } 
В # у * ==> > = == з зу 

г. = С: и МЕ ри в 4 ги г # 

4 Иса и Че, Н 
“ т ег Ри 

Ана ‚7? Га 7 
4 ШИК ви ГУ 

- ? и’ ух ы = 

„Я Иер ;,} Ир, 2 и! и: = #2 

2 ЕК, ИЕ ‚87 УИ 1=0, ИТ 
Я : 

# г и # # у г Я: 

а # г 7} 
Ё; . 7 р 9 ВР риа Е] 

1 ии 5} у 2: У, + ‹ Е Ме 

7 
где С.А, . 9 944). ву но Е 094), @ - отро- 
го монотонная аналитическая функция одной поременной, опреде- 

ленная в некоторой окрестности точки ( :, Хх. Е Ю , 

У 1 — обратная Функция, 2С:,Р.„ - независимые параметры, за- 
Е 

=“ * 7} #1 -4 
а : а са ы = . ол. КА, 

лазаемшые некоторным открытыми отооракениятт >. 1 61-Х . 

; ‹ рт -1 

Е: (0х. > А } 

о = = Е; о” я и = Ё осгнарнне 
е/ Для ри: >, та жч., Кроме случая тикет , Чинар 

бизические структуры ранга (77.ий) не сузествую,



\ 
ох
 

Все дальнейшее излошение дуцет предетазлять собой последо- 

зательное доказательство сФормулированной выше теоремы. Заметим, 

что результат локолен. гозмокности его аналитического прололе- о 

ния на все мнозество // еще не вняснены, `оть предполонение, 

что такое продоляенне невозмокно из-за возникаюгих особенностей 

Функции "5 сло оботоят эльство, очезично, не противоречит то- 

му, Что существует аналитическая пункция р ‚ С ПОПОЩЬЮ кото- ° 

ров ножет быть залано все имновество Ми ‚ так как не всякое 

локальное зад ани: „е мохет эыть аналитически продолхено. Ограниче- 

ние /ЁТ=/ несущественно» Дерко переписать теореху для слу- 

чая т = . Существование уравнений /Т.5/, /Т,7/ бнло прелпо- 

лодено 5.И.Пулаковни [3] . Уравнения /1,4А/, /Т.5/ впервые бы- 

ли обнарухены автором [4} . в процессе цоказательства теореин 

возникает большое число Зункциональных и Функииональчо-пиЗерен- 

циальных уравненяй, методика решения которых разработана авто- 

ром. исходное уравнение /Г.а/ можно рассгатривать как специаль- 

ное функциональное уравнение, удовлетворяющее принципу феноме- 

нологической симметрин, Основная задача состоит в определении 

явного выражения для ии, 9%. 

Предлоение 4. Зункция 77675 —> А является открыть 

и непрерывным отображение. 

3 соответствли с условнем А отобрамение ЧЕ: 

отконто пля любого нелиаронального кортена, <в ут? Е. 

Построкга проекцию этого отодраненгя 287: 7/6 -—К , сопостав- 

ляя кадцому 2 776 число (2 ‚2? при фиксированном 

= 76 . Проекция открытого отобратения также будет Открытым 

отображением. Следовательно многество значений пункции 
иж вы я 

@: 776 * г 77 К — открыто пля любого откретого подмнолестра 

776 © 776 . Пусть 76 открытое полинонество из 76 и 

 



['
 

<21/1 Ка. (аа, у 

в
 

к 5" 

ве ;6 Тогла, очевидно, мн мнохество значений пункции * 

@: 776х785’ > открыто, как объединение откритых ыногеств 

значений бункции ©: 7/6 р 187 > ‚ С лругой стороны, базис 

топологии в прямом произведении 7716х78 образован произведе- 

ние:: открытых мнохеств /76'С 7 и 78'576 —, чо и дока- 

зываст открытость исходного отобрашения @: 7/67 -—>А , 

которое согласно предлолению < является такие и непрерывным, 

Возцем 7” произвольных точек  (е./о. Ко... 17 

из многества 776 и # произвольных точек Фе Роу, 7 
у з и, 1 #} и} ЮР. 8} 

из мнохества 76 . Пусть #е/, у) ...., А И 

г.)  любне открытые окрестности этих то- ха), С(Во), и: а 62 

чек. 3 соответствии с условием А мновество ‹/Ие значений функ- 

ции А: орк к Их Сок Хх ИР -* ®”""  явяяет- 

ся окрестностью точки (с у Ао, Чо, Кой.) — относитель- 

но «‹ ‚ Из условий В и С следует, что найдется такой кортех 

> $ гла Е Е д бот... ч 92: = Кой 

и, г 
и 2 © м %/.,., Г, < 07.7 , пля которого в соответствую- 

< и , С , И р 
щей точке (: 4/1 К... В. У. т: Е ие граниент ве 

=” и 

равен нулю. сто означает, что в самой точке и некоторой ее ок- 

рестности относительно /У отлична от нуля хотя бы одна из 
м. г. = Ея 

частных произволных бункции 9 „ Без ограничения общности 
529 

монно предполонить, что отлична от нуля производная бункции 9 

по первому аргументу (:,.>) . Но тогла по теореме о неявных 

функциях уравнение /Т .2/ моет быть однозначно разрешено относи- 
ь и 7 _ ее Я 

тельно (‹,хХ/ в некоторой окрестности М = Мхи СМ 
С Е & Я . 

точки Се И, ут, : 

Г; = УТ, 3 7: } > . = й Е 

бе, = 7 ИЕ, г, Ву, Ву.. и), (ИК. 52} 2 ИТ.В/ 

гие аналитическая функция / определена в (”И-1) -мерной 
1 я 

5”? 

окрестности У . Поскольку аргументы, входящие в функцию Г



= 
я 

= 

принимают все значения в пределах окрестности \ ‚ они могут 

локально рассматриваться как независимые переменные, 
И д РТУ дл 

Уравнение /Т.З/ задает подмнокество (И// = УИ ‚в силу 
-ыз р #7 р = : НУ 2? 

‘непреривности отображения //: 77Ё””х 7%" > МИем моно 

найти такие окрестности а РО Ре 0: и 
Се, СС, Су: л,... СИГ.) , Что уравнение /Т.З/ бущет 

ИМОРЬ МОСТО ДЛЯ ЛЮбОГО кортега  <°/К. Ф.Ху.т> © 
_. ее „ (У? ; ии си 
Е ок Лк Ик х СЕР, } ‚ Очевидно, эти ок- 

рестности можно выбрать так, что (4116 ^^ 6 54,... ‚бе ) < 
Ра "Зи 1 р д 

и СОА © о. 0, . СРСР, С С Сь) . Тогца мнонество 
Не 2 Ра 

значений функции А: Верки к Кд х к ик СР) 2 К 

будет содеркаться в А 

Преплохение 5. Производные пункции /” из уравнения /т.В/ 
о мч 

по катдой из переменных г. ву (22. ук..0,#/ отличны от нуля 

на "нохестве полной меры в окрестности \/ . 
ТТ 

Действительно, если какая-либо производная функции } по 

одной из указанных переменных обрамается в нуль на множестве 

полокительной меры, то, в силу аналитичности функции /’ и 

ее производных, обрадение в нуль будет тохдественным. 

Легко видеть, что это приводит к противоречию с условием 4, 

Прелполохим сначала, что /‹г,2; =© на мнонестве пололитель- 
7 7 

ной меры в окрестности. у ‚ то есть / {(,В) = о и бункция 
7 

/’ не вавяеит от переменной (°,27 ; 

з Г, А ях } хр ^. р = : Е: 
ИСуЕ и А» ет. Сук... и, 27. ИТ.В'/ 

(Е.М = 
— 

й 

58 
= Е 

— 

окрестности (ху бы, ) возьмем (И-1) различных элементов 

и # Фр 

в 

Ха в ‚яя и запищем уравнение /Т.8 /, подставляя на 

место > & СС.:/ последовательно олементы 2. з,.., Хи @ гаи, 

в
 

В соответствии с условлем А отобранение Иа Мн: 776 ®” 

залаваемое бункцией  ( —*®(6,5:%Х;.. Хи), открыто для не-



2 и я Ры т м в => 

диагонального кортега 42 %Хз.. Чит © 76 ‚ Но это невозмог- 
да ( , о 

но, так как согласно уравнению ИТ.8/ (9-1) поордината 

((.524:..0н)  вырахается аналитически через (б-@) 

параметра (6... ”/Л . То есть множество точек 
и 

= -л 

Е, ИЕ М при блксированных различных олементах 

2,3... Ин и (Е 4.) , на самом деле, есть мнокество 

нулевой меры в А”`” , следовательно, не открыто в А *, 

в противоречие с условием А. Таким образом, производная се, в) 

может обралаться в нуль только на множестве нулевой меры и на 

мнохестве полной мерн в окрестности У отлична от нуля, Анало- 

тичное утверкдение имеет место, очевилно, и для всех остальных 

произвоцных пункции /’ по переменным (с .“’-.71 „ Предполовиы 

теперь, что в нуль на множестве положительной меры обращается 

производная /'‹/2к? , то есть /с/ыл ЕО в окрестности \ 
т з 

и пункция / не зависит от переменной (/,*’ ; 

У Я У ею # а дз 1 д Я р . я! 

феи # 2. ©, В 2 ИЕ: ‚АГ. м7. С, 27,2 / * ИТ.8/ 

В окрестности Кг.) возьмем ий -а) различный элемент 

22:23...» и запишем уравнение /Т.8/, понотавляя на место 
ро = 
= 

= ^(2:/ последовательно элементы (2. (2..0, 6, ® 26) 

Раесухдения, аналогичные тем, которые были использованн при ана- 

лизе уравнения /1.8/, приводят к выводу о том, что производная — 

/` < д} мохет обращаться в нуль только на множестве нулевой 
Ел 

меры и на множестве полной мерн в окрестности \ отлична от ну- 

ля. Такое ше утверкдение имеет место, очевилно, и для всех об- 
77 ; . 

тальных производных Функции / по переменным (“..%.#%) 

Слепствие. цнохество из. У ‚ где все производные бункции ине, 

Е о. , д, г * „$ ду 3 / по переменный (ДУГИ, С к, м.) одновременно отличнн 
= 

от нуля, есть мнохество полной меры относительно У. 

Следствие очевицно, так как мнонество, где хотя бы одна про-



изводиая бункции /’ по указанным переменным обращалась в нуль, 

есть мнохество нулевой меры. 

Прецлодение 6, В окрестности „№ С"о существует точка, в. 
пех. 

    

которой все производные бункции 7 из уравнения /Т.2/ по пе- 

ременным (6,%/, (ву (7 &,.17.9) ОТЛИЧНЫ ОТ нуля. 

Производние | бунЕции Г зыракаются известным образом через 

произволные буниции 2 . например, | 

’ееьв/ = - 99 се2/ ее, 

Поскольку Ча) +0 ,‚ производные бункций 99 и /' 

олновременно либо отличны от нуля, лабо равны нулю. сецу окрест- 

ностью УС А””“” и окрестностью „= М.И судествуэт 

взаимно-однозначное соответствие. Согласно следствию предложения 

в У существует точка, в которой все производные функции /” 

по ‘переменных ( ,, „т, С) д, 1,9) отличны от нуля. В 

очнозначно ей соответст зукщей точке окрестности И не об- 

ращаются в нуль произволные бункции 9 по тем хе ‘переменным. 

Учитнвая такзе, что С.) # © веюлу на «Ир „ и приходим 

к доказательству прецлозения 5. | 

Предлохение 7. 5 лобой окрестности относительно с ^” произ- 
Ед 

вольной ТОЧКИ ©" существует такая точка, что в ней самой и 

    

во всех '’"/и’ канонически сопрякенных точках вое производ- 

ные функции “9” не обращаются в пуль. 

Пусть (С5/2Ко, Мо, #5...) «И произвольная точка 

и И любая ее окрестность относительно « „ Согласно 

предлодению 6, в окрестности ИИС И супествует точка, 

где отличны от нуля производные функции 7 по переменным 
Г Я 58 _ зы (4.82.0 ".) "Ру А.К 9,2 » Но тогла по м о неяз- 

= |’ У } с Г) 
е т 

ных бунециях в некоторой окрестности О’ 

уравнение /Т.2/ мохет быть однозначно разрешено относительно ар-



| ео
 

Е 1 

гумента ::.6; о Проведя затем рассуждения, аналогичные тем, ко- "7 и 

торые были применены к уравнению /Т.8/, нолно показать, что в = 

= ППС СУ осудествует точка, в которой отличны от нуля 
1 

№
 производные бункции < 

РЯ 

такие и по переменным СГА... ув; › то 

есть в этой точке не обрацаютея в нуль все производные Функции 2 

по переменным (ий. 17.58) ‚ (6, у..тл. Затем моно уравнение /Т.2/ 

разрешить относительно аргумента {‹.)/ и так далее. Таким обра- 

зом, в окрестности .//› монно найти такую точку, в которой все 

производные бункции 9 отличны от нуля. В точке ей канонически 

сопряхенной, не обязательно выполняется аналогичное условие» Од- 

нако, по доказанному выше, в любой окрестности этой сопряхенной 

точки может быть найцена такая, в которой зсе частные производные 

гу 

функции “^ не обращаются в нуль, Легко понять, что в таком слу-. 
* 

чае, в окрестности /Из и сопрявенной ей окрестности И 

можно найти две канонически сопрязенные точки, в какой из кото- 

рых все производные функиин 2 отличны от нуля. Рассматривая 

последовательно весе #7; Чи! окрестностен, сопрякенных с 5 

и приходим Е доказательству предложения 7. 

Не услохняя обозначений будем предполагать, что именно в точ- 

ке (К. М: 0 уу ОТ.) и ей сопряненных все произвол- 

ные пункции СХ? отличны от нуля. 3 этой точке уравнение /Т.=/ 

можно разрешить однозначно относительно лобого аргумента. В силу 

аналитичности функции ие существует такая окрестность 

И/: С" точна (1/1 Ка. 4, 4:2: 1..1), что веюлу в 5+ 
< ди * 

и в канонически сопряженных областях "У: весе производные 

функции 7? отличны от нуля. В матрице (12 Ка. УВ: а. . Г), 

возмохно, совнапают некоторые ее элементы. Например, (61,9: ) = 

= (о) хотя бни 2; #/: „ Однако в окрестности 5 

мохно найти такую точку, что в матрице, ее описывающей различны 

будут все элементы. действительно, проекция \ окрестности «Уз



` а Ту 1 . 

на любое попаространство есть открытое мнолество. ио- 
= . т 
# 

скольку (пл - ТЗ в окрестности \ шпохно найти такую точ- 

ку, в которой все координаты будут различны. в соответствующей 

точке ИУ совпанаюцими будут возмокно только две коорпинаты. 

Рассмотрим такую окрестность этой точки относительно и ‚ В 

которой попрешнему различны (и! " - 41) координата. моли остав- 

наяся коорпината всюду будет совпадать с одной из (И И-2) 

координат, то проекция отой окрестности на другое подпространст- 

Во к-т не может быть открытой, что противоречит условию од- 

нозначной разрешимости уравнения ИТ.Е/ в окрестности и 

относительно любого аргумента, Снова, не услозняя обозначения, 
ру 

препполовиы, что координаты всех точек оВроотности ии  чоч- 

ни (2... ©:) различны. То есть пля любой 

точки (< (уК.. Э.А, г) Ее к ортек < “у К... х ВУ... Е? 

бунет ванн, Поскольку топология во мнохествах 776 

и 76 отпелимая, монно найти такие я циеся окрестнос- 

ти АЕ ал, 2:1, и р А 2, н У(Х,, (Св: 2, 

к.” г} 
Г Су), о, ОСТ.) , что канцая точка ий я дру. г). 

соответствуютая кортеху < м, дует > Е 

Ех к Орк, к С’(г.) будет приналленать «И. 

Учатывая все выпесказанное, предлодение 7 можно переформулиро- 

вать в следующей борме. | 

оон 3 любой окрестности и. 2 произвольной точ- 

ки (‹ оо Ко, 92.4 Роу. 22} существует такая точка | 

СК 1, В: У:.. 71} с различнныии ‘координатами, что в 

ней самой и во всех "п.м / ‘сопряженных точках все произвон- 

ные бункции С отличны от ̀ нуля. | | 

Зномества 776. =24, , Кат и 1/0.=} Гоа, 

3 

и 
* 
у е аи и : 
3}; содерхат 7'ь и я разлачных элезентов, соответот-



цу
, 

- 23 = 

и“ ей венно. Все значения бункции 2: 776,*76:-?/^ различны. . 
к
 

$ 

одно такх ‹е сказать, что во всех точках ии ‚ соответетвую- 
и. х 7 ий . „ 

щих недиагональным кортезам из //б;: Хх / Е.’ вое произволные Функ- 
и $ е я я : 

ции ® отличны от пуля. учевилно, что точка (2/4. Ма... 

9,4. У::0.,2:) И все ей канонически сопрязенные, это и есть и 

#7 точки, соответствующие нециагональным кортехам из 778 РИ 76, , 

Поскольку производные Функции 9 не обращаются в нуль таке 

и в некоторой окрестности монно найти такие непересекающиеся ок- 

рестности /2(:/,...; ©, и С. СТ} , что произ- 

водные бункции 9 не обращаются в нуль в кехдой точке, во- 

ответствующей кортеду <“/“.. 9, Ху Е Век РАК 
. ил, > 

р 

сх Рек СИА х (В ГА Х и. ХТ.) и во воех точнах, ка- 
С Г : де ГР г : 1 

нонически сопряхенных к ((/А_. Ч. уе, , в этом будут 

различнымй все коорлинатн точки (с/т. Я ИУ. . 

Предлоление 9. в любых окрестностях ©) и (255) 

произвольных точек 2 < 778 ие 76 можно найти мно- 

кества ИВ 214: И, Иа, и ба =, В: усн, 1, 

содерхацие "7 и пс различных элементов, такие что зна- 

чения бункции С: 776,^ 76, —^ различны и все производные 

функции <= отличны от нуля в кахдой точке ии „‚ соответет- 
,, 17 я #1 

вующей недиагональному кортеку из 775: х 76, . 

это предлозение является следствием преднлущего, в том слу-` 
бей, = № ; (о = Ве= се чае, когда *®^, о И дет #2- .. ‹> „ Окрестность 

и И в данном случае есть просто множество значений Функции 
Ри РТ, ПИ От = ДЕД КЕССИ  — К . Будем предполагать такне, 

что (о % 7/8; ‚ мо & 76 | 

А (: 2 Е [9 С Хо: Предложение №, В любых окрестностях 

произзокеных Точек (о © 776 и я Е 76 можно найти такие 

7: гие достаточно    

  

= 7 6) СИ) ы множества //6: © ^”(4/, 76: С СУ, ‚ содерх



т _ 5 
= 5= 

2 о. большое конечное число различных элементов, что все значения 

функции ©: 776.х 76, —* К различны и в каждой точке и", 

соответствующей недиатональному нортену из 7/6, Х 76, вое 

производные функции “ не обрацаютоя в нуль. 

доканем это предлонение методом индукции, так как множества 

#6: в 176. , содерзацие 7 и “ элементов, су- 

ЧСтНУЕТ, согласно пре дыдуде! му предлозению» Пусть ынозествВа 
Я -- Ё 2 де 

о . же = { а г ; А... „ Ма 
УЕ, =. ру, рек р И 76 11 - Ма А Я зче* ] 5 Я ы = 2 и 

> 

содерзат ,’ 2/7 и П’*Я — элементов. Возьмем непересека- 
ел 1 в, } ИИ, СВ), 

ющиеся окрестности (аи +! ИЯ кт. в # 77 и Сие, ©") те! 

А @( 2.) , такие, что преллозение ТО имело силу не только для 

точек инолеств 7/8; ни 76, „но и для этих окрестностей, 
. г „’. = РИ, 

Поскольку 1 мОзНО о что 50 в = 764 га 

<
 

<
 

И отделимая, выберем топология во мнохествах 

>
 

6: таким обра м 5
х
 

я окрестя ост точек ипохеств 77 

чтобы судествовали непересекаютиеся с ними окрестности 262 
ии. = ЮГ.) 2.) Ю 

и С (2е/ , Пусть далее, 5: (40/ в (5476 (7 це 

которая окрестность точки ©: , причем (2 & /’(5:/ и суще- 
27 . < г з 

ствуот окрестность / (‹2/ не пересекающеяся в /”(52). 

^ Рассмотрим мпошество ^/0: 1217 , содернещее (/й’* 1) 
Нодуе 

ай 

элемент и множество +2, ,‚ соперлацее “ " элементов. ВК 

каздой точке «И ‚ соответотвуютлей непиагональному кортеху из 
- У „=“ УЕ 

ГК (5.6 = Ре 
Е: а ‚ И связанной с ней окрестностью можно 

применать предлодение 8. Эсего таких точек конечное число. Пере- 

ходя последовательно от одной такой точки к другой, можно найти 
р: Я | ° = Ё и : т ” > Е р и 2 и $ -2 те я ны 

такие мнодества ‘7 т И ТИ я = 
1 # и : 2? ги т * 5 . = 5 } ыы 4 ЕЛ = — Е ; = АЕ, ) Е и, о а в вела безе е. м, Е и = ГЕ Бал. = я Аа 1 & ра ‹ 2 из: ” # и А 5 где = Е: й/. ‚7 Я = д а у 

# и ай а ;# т ` я х } ‹ = м ИС } ИА д Их, 2 ос ий } о Й ; 
о @/ ди о (их, 2, ги 1, всодерхащие ий) 

С и #’. различных эле\ понтов, что все значения пункции 

РР: К ИВ у, — А разллчиы и в кажной точке ИИ, соответ-



и
 

> де г ИР м у м И 
Гб хр 1, 2 7 

ствующей неди атональному кортеху из! {!/М:) Теа 

все произвотные функции <^’ отличны от нуля. При этом 
7 Го и = т ° ии м 2. а * а “ 

76 Я А 201 , 5, С Се | 2 Я 778 ‚ о® 76, 

Заметим, что чнело элементов во множестве 7/6, на единицу 

больше, чем во множестве 7/6, ‹‚ Аналогично молно увеличить 
= 

чиело элементов во мнодестве / <
 

< › ЧТО и доказывает препло- 

жение 10. 
_ — "ум Я -: Я зан, у = и} 

Определение 5. Два уравнения “7“И^о бу ТУ ЯЫ 
и “у. 2% Ре мур а х 

и КРУТИ ЕО считаются эквивалентныги, если 8. 

ди ” А/ юоти 
мнохества "/ и.” , которые они определяют в М ‚ ка- 

нонически сопряжены /в частности совпадают/. 

праздовиние г 11. Если эквивалентные уравнения 
ЧО, 42. а Ву. 247 == в ЧОИСИК. 9. у. 2] = Я 

могут быть оцнозначно разрешены относительно одного и того ге 

аргумента, то оня определяют этот аргумензу как одну и ту же 

функцию остальных перешенных, 

_ Действительно, предполовим, например, что Че.) О 

Фе. ‚х‚ © и эквивалентные уравнения можно записать в ви- 
я й ий } 

де, однозначно разрешенном относительно (::Х” ; 

Ко =и ГИДА д... ву МАС 8 фт: ИЯ. 9, %21, 

„+ а че ый ° я, . 

бе,х/ = и"! (1, 17, А. Е. в УИ: д .., 32; #1 . 
ы и и = Я 5 : „ ^ 

откуда следует, что /’=/” , так как вое аргументн, входящие 
г? и 7 

в пункции / и / , являются независимыми переменными. 
ее 

Взедем понятие параметризации. Пусть 7764 и мнохе- 
я з 

А в и я 2х Я 4 у А 2.7 ства, определяемые предлогением 10,н «ера, а, Вау: 

76, 

и У 
ри 7, Ем и 

нелиагональный кортеж из /’°; ^”/9> „ Запишем уравнение /Т.8/ 

УА Е № (- для кортежа < (/2К:. 2, Ха: в: , Где & ь 

© = Си ИХел е



Е | Ел С = ие 1 к р й о 
(ЕЛ = { ака. Ма, Вау Та СС, Вау, СА Кае 8. ить в. ": ы > 

Бели числа (:,:}:.. 7.) и аа, рассматривать 
как незавясимие параметры, задаваемые открытыми отобрахениями | = ут - + 
Ета! РА и Як... 7: О, ®" то , от 

уравнение /Т.Э/ определяет локальное параметрическое представ- 

ление бункции ©: 2,2х 7.) М, Для того, чтобы не на- 

рушалось условие А, параметры в Ка Из. 91 

долины входить в поелотавление И.И сучественным образом. 

3 заключение отметим, что уравнения /Т.З/-/Т.7/ обладают 

свойством антисимметрии по перестановкам элементов из одного 

инохества. Зведем оператор альтернирозания Ю ‚ действие кото- 

рого состоит в антисимметризации выражений, стоящих справа от 

оператора. Например, двухэлементный оператор се ”  дейст- 

вует следующим образом: 
и 

не И И РИ Ре ИУ КГ Се, = ее С . Е ь 

м 

ТИ, + в) ВСК ИЕ р. = 

1 УЕ. (ее, ВУ | 

4 ИИ. хИ Фра 

{ ИК ФКН 

^ | 
многоэлементные операторы /Х вводятся аналогичным образом. 

Уравнения /Т.з3/-/Г.7/, соответственно, монно записать в 00- 

лее компактной форме, иснользуя оператор альтернирования Ю : 

и” 

ВСЮ) Се, х1 Г=С, Ит.З/ 
А 

2’ 2 КК Е/ К Ве] ррвИ И, ИКИ О, 1.4



  

А 

яве % 7} $ : {, # нЕ # и * ЩЕ р Г ы т и: ‚7 2 

С не) Е И у ИВТ. 
= = а ° = 2 р = = = — г 

КК ву) Ир ик ЧЕ ИП И = 2 я /Т.6/ 

д у а ия 

СЕК 17) ОВ е И ИЕ 2 Г 7 = (к 20) КВт и ИКИ ‚ИТУ = О. и.7/ 

Приведённые результаты опубликованы автором в Доклалах Академии 

Наук [8] и доложены на конберенции по алгебре, математической логи- 

хе и вычислительной математике [10] ‚ проходившей в городе Иванове 

Ипюнь,1970/. Ероме того, основные положения, результаты и методы 

диссертации доложены и обсуждены на теоретическом семинаре инсти- 

тута гипродинамики СОАН /рук. Л.В.Овсянников/, на семинаре "Лио- 

бференциальные уравнения" института математики СОЛИ /рук. С.Л.Собо- 

лез/, на семинаре кафедры математического анализа Новосибирского 

университета /рук. Ю.Г.Решетняк/, на геометрических семинарах Шос- 

ковского университета /рук. П.К.Рашевский, Н.В.Еимов/.



! са © } 

д Е | д‘ 9 .. 77 

9 2, Общие преобразования: ПП ях 

7 с 2 ци р = р . Я + 

Пусть 2 @ 7/6 , 42/6 произвольные точки и /^ее/, 

Ы(\‹/ любые их открытые окрестности. В соответствли с пред- 

лолением 10 первого нараграба, существуют мнохества 
а 3 р 92 =; и. 5 9 ы 

16 1/1. .,, #47 <, (Е -) В 76191, ве сабо, а 7 © Е? 

содерлащие сколь угодно большое конечное число а эле- 

. 7, 78; —> 
ментов, такие что все значения функция 7/76 2: К 

различны и в кахдой точке и ‚ соответствующей недиагональ- 

ому кортену из 778 2'^ 76, — вве произвоцные функции © 

отличны от нуля. Послелнее означает, что в некоторой окрестнос- 

ти катлой такой точки уравнение /Т.2/ монет быть однозначно 

разрешено относительно любого аргумента, Так как вое значения 

функции С’. 776: 78, >? ^ раничан, среди точек, соответст- 

вусдих неднагональныы кортенам из 7/5,”х 76, , нет совпеда- 

ших, поэтому окрестности этих точек, гне все производные 

функцай © отличны от нуля, МОхНО ВЗЯТЬ ненересекавщииися, 
А } фи А _.} 7” и. } 

Пусть далее /” ‘2’ , и И вне, Ри 9, СИ: 
Ри 

аи м ` 

Е ПеереиНИ НОТ окрестности, такие что если во мно- 

пествах 7/6, и 76. любой элемент заменить точкой из его 

окрестности, то сохранят силу утверхцения предложения ТО отно- 
775 

сительно 722 И 76, ‚ Например, в точке ей Ябчнав М ву» а 

. Х и? а я 7 Хх 
а соответствуцей кортеку < у” врет (Е), 

жир, .. ” | == 

х Ок к СР) се производные бункции *  отлич- 

ны от пуля. Кроме того, (/. ИО, МтА. т цв матри- 
п хр,“ } пе (ук. Аут. различны все олементи. Уравнение 

$ 
3: Ка вуз а, -\

 

/Т.В/ задает некоторую окрестность точки 
р! Вы } 
@Р:11:. 61/7 „ Поскольку окрестности точек, соответствующих 

ут с" г 
недиагональным кортехал из 776) Х”6, , не пересекактся, урав-



 З9 = 

нение /Г.З/ будет задавать каздую такую окрестность. При этом 
Г? 

можно сохранить однообразие в обоин и пункции / ‚ так как 
УИ 

область ее определения в МХ такие состоит из непересе- 

кающихся окрестностей, наче говоря, в уравнении /Т.8/ можно 

переставлять элементы, заменять один элемент на другой, если со- 

ответствующая точка на ‹// не выйцет за поеделы какой-либо из 

расематризаемых окрестностей. Все производные функции / В 

уразнении /Т.3/ отличны от нуля. Аргументы, вхочящие в функцию 

Г’ ; можно рассматривать как (7 - 11 независимую нере- 

менную в пределах их изменения. Число элементов во мнохествах 

76 и 76: будем предполагать настолько большим, что иск- 

лючение по той или иной причине некоторых из них несушественно. . 

То есть всегца во мнонествах 7/6, в 16, число элементов 

будет значительно больше 7 и #* , соответственно. 

В окрестности А: / возьмем элемент © и запишем урав- 

НОНа: Ит.з/ для кортекея < 9 НВ: п 
$ 

«ОК ‚,. 217, Я Ву. “> ® 
И а о 

УР # я 5% о и „3 9 7 Сом = И ЕК, Ву, СВЕ, СЕК, 9.94] 
г р: + 

ив РЗ АТН а ИХ 2 787 
ры, а, я ЕЛИ в. 7, 8 2: 67 И. ке И, 11 = 

и и и 

откуда, приравнивая правые части, получаем соотношения 
—^ 

И т Ра а : и 7 
КИ Еву). (7) у,. МА .СЕЁК., И Яр = 2 5 ИРУ 

ив Я 

где для сокращения записи был использован оператор альтерниро- 

вания А ‚ введенный в конце первого параграда. 3 соответст- 
- и РЕ = 

вии с условием А отображение Ср ГУ: 716 К от 
а 2 = мт крыто для любого неднагонального кортека <Ау.. 2? < "6 . 

То есть аргументы (7:7 г/ , когла Я изменяется в преде- 

лах окрестности 2 Г / ‚, представляют собой совокупность (и-2) 
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незавссимой переменной, по которым соотношение /2.1/ является 

тохдеством. Ноэтому в соотношении /е.[/ значение переменных 
м. 

ра (9.Ду.:2 модно зафиксировать. Вводя такяе новое обозначе- 

ние 

> 

г `—^\% : 

/ СОР: 2% 2 мор и} о КК. “Ву т =О. И. =/ 

Уравнение /2.2/ имеет место в некоторой окрестности каздой точ-_ 

ви ‚ соответствующех недиагональному кортезу из й 6, ‚’х 76. .. 

При этом, очевилно, фиксирование переменных {Е и ‚#9 ‚. 21 не 

приводит к осклочению из мнохества 776: . элемента 9: так 

как соотношение /2,Т/ по этим переменным является тохдеством и, 

кроме того, правая и левые части равенства /2.[/ могут быть за- 

писаны для лобных пвух кортеней, отличающихся только вторыми 

элементами, соответственно. Например, для кортехей <* А 9, 

.. РТ и < (/А ‚ЛУ > „Так же как и функция 

— <? в уравнении /Т.2/, левая часть уравнения /2.2/ в соответ- 

ствуюцей области определения пмеет отличные от нуля пренавохные 

по всем аргументам, Кроме того, из свойств функции и’ внтека- 

ет, что отличны от нуля все частные производные аналитической 
У 

пункции 26. 

—
 

ра 
- ии . 

В окрестности С(/:/ возьшем нев ‘оторый элемент 2 и за- 
о и” 

пишем уравнение /Т.З/И ля кортежен < () 'К..ы, ху" > и 

и = и 

_ фе. 9 =/ а хи СИЕ ду и (К &, 21 д 

и и “ 7 
Ее ; — 

= РЯ, 8 ии ые и; ©, я 5 
& дек —м / 1% # и 2 и фе + = = }} 

ыИе “я Я т а: Ур 2
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откуда получаем . 

х 
ИЕ ‚г : < — 

в С: РР ы с! Я ь их } Я 9 ПЕ и} 55 ` К ох)! Дук. утаить ук ра С. 2.3 
е ‹ : - 

В соответствии с условием А аргументы (бт, „22 _ пля не- 

диагонального кортела </&. 9 > < 776 ””"" можно раесматри- 

вать как (#7 -2:1/ независимую переменную, по которым соотно- 

шение /2.3/ является тождеством, Воли зафиксировать значение 

переменных УК „И.Р? и ввести обозначение 
Тк... з 7 
НОМЕРА. 9 (у ‚ар = 
и 

а 

=, р 27 ®у гы 62 Ху ё (УК 9, Ярно = ОЗ 

получаем уравнение 
^ 

АВ г Ета А ‚А #27 = {7 . /2.:4/ 

55 А 
Уравнение /2.4/ задает некоторую окрестность кахдой точки %" , 

= р ину 7 

соответствующей нениагональному кортеку из //6б: * 76, . Ана- 
_. р г“ 

литическая функция ‚>, ‚ как и пе , имеет отличные от нуля 

произволные но каждой переменной и, кроме того, все произвонные 

левой части уравнения /2.4/ не обращаются ‘в нуль. 

два различных уравнения /ё.=/ и /2.А/ запают одни и те ше 

подинонества мнонества // , а именно окрестности точек, соот- 
ныне К ‚ т 

ветотвуюлих неллагональнки кортехам из 776, ХИ ‚ То есть 

локально уравнения /2.2/ и /2.4/ эквивалентны. Это естественно, 
м 

налагает пополнительные ограничения на, функции а. 

Разрешим уравнения /2.2/ п /2.А/ относительно (с.Х) } 
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откуда получаем Тункциональное уравненое пля Ал. К.В 91. (Е у: 
# Е 

р кА —. 

Я Ви: (К ыв ЗА = АЕ, 9 у, (КВ 4/2 
К В Ей , / й 2 № и = НЕА 52: г 3 р р" те хе о (11 ко И, К“ р у / 5 / 

> 

поскольку все аргументы, вхопяшщие в равенство /2.6/ являются 

независимыми переменнымл и, кроме того, С2 ря куй. #0 

оаметим, что лля сокрагения записи внутри ценного параграйа бы- 
/. . о о 

ли онущенн "ненодввзные" элементы, следуюшие за “и у „В 

окончательной формуле /2.ТЗУ они бупут восстановлены. Нроизвоя- 

ные левой и правой частей уравнения /2.5/ по кахлой переменной 

отличны от нуля, откуда слепует, что не обращаются в нуль про- 

извоцные Функций Я и 1), по первому аргументу. Заметим, что 

равенство /2.6/ колет быть записано пля лобого нециагонального 
= эт 

кортеха из прямого произвепения #/6, *^ 76, . = 
ия #5 

Проди еренпируем уравнение /2.6/ по переменным кри ; 

в и разцелим правую и левую части первого результата пи- 

  

чер зенцирования на ссответотвукдие части второго ;: 

т, О) 1 д Я ид рр д 1 о Йн м я АЕ ЗЕ КЕ 24 (и Ву) 22 ‹/ 825! НИ _ 

Я, А РИА 2) #7. (А * у: ( ба ву} 

Е — (Я 54 АК 9 17 и г ( у } д гуд ‚в $21 = 12.9 / 

и ди 
= 7: | --. . 5. _ р ле дд частная производная функции ^ по первому аргументу / 

неее в некоторой окрестности проекции на 

  

подпространство /Т каящой точки ©", соответствуюней не- 
= рр 5 , 7 я р 

днагопельному кортеху из //’°: ^/°; , и ноет рассматривать- 

ся ка бункиронально-пнбференциальное уравнение для 
и р К. #яи В Е и 5 
А(И (А. 9, А” . заметим, что все произвопнне, вхо- 

дящие в равенство /2.7/, отличны от нуля.



47 
= фе т 

а , 2 

В уравнении /е.7/ перейдем к переменной А = 62 [ (К. 48 у}, х и % 

которая взаишно-олнозначно связана с (/.%“) ; 

(я) — Д//.‹ . (к,& 8). (, Гу „в 

{ 2 Г. 7 #31 

так как се ИО. ЗВУЛТО : 

=” С ту | Га „ х САРА. Ву» ру ЯГА (А.Х (Ву2-( у, ‚Вуд; = 
и и‘ 

=> > а и ; 

> АССА, (К.В у ‚Ву х 

ХА? . Керк. в ве) (САД „Лт /2.8/ 
Ё гу” + я р ий; сев < $: , 

результате 2.8 забиксируем значение переменных 

и в ‚.Т/ , не входящих в аргументы бункции 

ЯЕА ‚(К.В У/ (с, 297 : 

Г ; — . ГА г: ТР, 
ААА (ху), (ОВУЛЕ А Ск, + 

то есть по переменным А и (2. 8? получено одноротное урав- 

м нение в частных производных для функции Х ‹„ Уравнение не име- 

‚ ет особых точек, так как коэбуациенти /’; , б х„ Не обрацакя- 

ся в нуль, и потому хохет быть решено сетоцом характеристик: 

} 

ПГА Сквер 

= у. / Г ид о | на ог т .,? — 

АЕ А (К, Ву) 27: Ку, (К, Хх 842-(2:42$. 2,9/ 

и #} р 
Злесь д: „УР з —- аналатические пункции, имеючие отлич- 

ные от нуля производные по первогу аргументу, так как 

° г | } #9 р - ЧАДА а - и о Ре р . АЙ ААА (К. 2 я ву = = ИА, (К.А о 5 514 А,Руи = 
* 

; | } Ра 2 А ар ГЕ ВА в 7 
= 1/0 К Киву с Е из. АРА, СК. 7 Я: &- #



= ра 

‚. те С”) ГЕ ^ И / } (6х: = Иа ДЕЗ СК ВУ СК.КАуТ 
у 8 ив 

+2 2,1} ИД РСА < 2 ТС 1% 2 , ВЕСЕ, и г иск, Вуз (К, Ву еду ото/ 

разрешим результат подстановки относительно суммы Я + : и 

ИС, . { ? 
9 Е К,ХВУЛ СКВ) = 

м 8 ич 

5, ИСК я “у } я { К " 4 . /З. У 

биксирозание значений переменных может привес- Заметил, что @ 

ти к исключению из ипохеств 7/2, и 76, некоторых элешен- 

_78, содерхат постаточно большое 3ОВ, 10 ПОСКОЛЬКУ #001 и 

776 2 я число элементов, искличением элементов из мнодеств 

76: модно пренебречь. 

Заницем уравнение /2.Ш1/ для кортешей «0. 9,ХВу. т>, 

</9к.. ‚ 2, ру . 

Бы Де АР а ОР ИР Е 
РОК. + Ку. СК, , 

а 
УЕ а / ЗЕ: и/ Г Е = 

УЕ эк , ху, КА Я} 7 

РИ № а Хх Я 

ВИА, ВУЛ * бу СИ, 
и 

и приравняем правне части внписанных внражений, поскольку ле- 

вые масти совнадают ‹ 
2 

Кс РОЖЕ, вул} = = 96 СЁ, РА 8}. ИЕ-Т/ 

Покажем, что производная функции ЕК, ра к, ‚8 по 

первому аргументу (6›2Х’ отлична от нуля, Для этого продие- 

ренцируем уравнение /2.Т2/ по переменной (е В) › считая 

(‹,=) бунишией от (‹ ‚в ‚ задаваемой соотношением /Т,В/: 

   



8 Ве ЕК. у | 

н
е
ю
 

г
 

<)
 

ъ—
. 

Ж
-
 КМС. вИК 

= у’ 7 

+=
, = = “ хх ч-
 2 х
 

Ра: Гл 

х/ (е, В? вирь се 872, ‹ <) АИ = © 

> о 7 #7. , ыы о Поскольку 02,22 #0, / 62/0 ,„ полдно бить Ом. 

далее, записывая результат /2.12/ пля кортезег <(/ к 

"т рой И ‚ приходим к соотношению 

Е г 

которое является тогдеством по независимым переменным 

(К. 9, 2) „ сиксируя значения этих переменных и зводя 0б0- 

значение 

к “ 

“>
 

с
,
 

о
 

г < > У
л
 

у © с & 
“ 

Г
 

РИ И: Е А НИЙ Ри ` Ок. 2 ФСЕ,» 

получает уравнение 
„д 

чи) А? ОДС дуитИ=О. Из.т8/ <
 

Зевая часть уравнения /2.13/ писет отличные от нуля произ- 

волнне по всем аргументен и задает меолество// в некоторой 

окрестности кахдой точки, соответствующей недиегональному кор- 

тезу из о кб," ‚ Уравнение /2,„13/ является естественным 

т 
\ 

следствием того обстоятельства, что одни и те ге окрестности 

на множестве «/” залвклся одновременно. двумя эквивалентными 

уравнениями /з.&/ н /.4/. 

Запилем уравнение /е.13/ ция частного случая 7=И=а ! 

БЕ, 7 ВЕ в га = 0 жа СС, бе ‚ВА = Оу + 6) О 81/1 =О, И.А 

> х 2 25 : 

гие С’ - зналятическая бункния отной переменной, определенная 

И строго мопотонная в некоторой окрестности кахной из несовла- 
=. 2 - кре .-- 

завих точек, задаваемых значениями функции ©. 7/5. 76, "А * 

+ р = Их. = ИИ тт = { А има — Напомним, что 775 , < ие, * 78, `- С Иа + Представиг: 

уравнение /=„14/ в вале, разрепенном относительно аргумента



и 
© 

Ч ФН 

; д 17 ДЭ 7 3 

(6.0) = @ {ее „А 6/0 - О) 8/7} 
: . та 

п запишем его для кортеза <ё у: В: те 6 АЕ) 
и 

1 мб 

сек = © ЧО + бр би ди} 
Проведем параметризацию, сопоставляя кахцому элементу г ЕЮ (4.) 

числовой параметр с =@ДЕ, „Ай -6/у др 7/2 ‚ а казло- 

гу элементу с С/&,/л - числовой параметр &« = С? (С/х, (17 - 

- СС, в. . Тогла бункция ©: ДАРК А —2 будет 

меть сленующее парагетрическое пренставление : 

Се) = ИЕ), Иа.т5/ 

где $’ — строго монотонная аналитическая бункция опной пере- 

менной, определенная в некоторой окрестности точки (2,, 5.) Ю 2% 

в которой “=6 . воли далее препполагать, что 2 „ ЕР тай’, 

ЕС’©,/ —, то иношество значений ааа ДИГРСЕ У” 
ЗУ 2 4 , 

й (С, 7 7 те К модет оыть задано уравнениег 

— ры 
# 
# ИД = Дер — | ГС <! = И, в2/= о. /2.16/ 

Результат /2,.15/, /=.16/ исчерпывает содергание случая а/ лока- 

зываемой теоремы, сагетио, что именно такой результат ранее был 
# ИЕ 

‚о; параметрическгы методом. г
 „...; Получен 1. И„Кулаковыт 

  

 



ры 

ь с. нродолдение $ #7 `
У
 а
 

При последующих преобразованиях результата /е.13/ будем 

предполагать, что /7 > 3 , Цереставим в уравнении /2.Т3/ эле- 

РПттГАЕТ Г т тт Е ТИР Я пасе ж : К : ё г... 17 
менты и 5 < о. ТО есть запишем его Я кортеда С и * 

Ху“ р % 

” д 

К Кр 2 в) Д б.у, х/7 — с. ИЗ. 

=, 

В соответствии с предлодением ТТ первого параграза эквивалент- 

11 ные уравнения /2. ОИ = /3.1/определяют неявно, например, ( ) ‚2 

как одну и ту хе бучкнию остальных переменных, в частности 

(6,В? „ зыразим по известикы правилам из неявных заданий  — 

/2.13/ и /5.1/ произволпую функции < у но переменной (с ‚2 : 

2, 7 _ ера ИСКЕ. 2 у. ‚Л 

и йы = Я 

0 о © ДВОЕ, Ду»: 
ми и = 

  

ро ©. Ё. Рае, "Иру. 72 
=. 8 

2   
=—— щи дк. тете 

> 

О.В) ГОГА ру. 2/- 6%, „»КАуе, „Зву. т/] 

откуда, приравнивая правые части, после некоторых простых нре- 

образований, получаем : 

бер ее, ВРУ ИРАН | Фр е у) 
  

у в ИЕ м} о. Пе 

ля сокраления запеси внутон данного парагоаба опущены "непол- 

вихные" элементы, слелуюлие за элементами её, ау ‚ В конечном. 

результате они бупут введены. Равенство ‚лы есть бункциональ- ы“



но-дифуеренциальное уравнение для У , так как вое аргументн 

зхолящие в него, являются незавиеиаыги переменинли, п 
Ра 

производная бункции С’ по нервогу аргументу не обращается в 

нуль, в уравнении /3.2/ нет особенностей, 

зиксируя значения переленных (К, ру ‚ приходим к неод- 
м 

нородному уравнению в частных произвонннх для бункции ©: 

я бер, руд РЕВ руЯ + 
и 

== 

обр ву“ и диву = УР, вул. 3.8 

причем К, О. Решение неоднородного уравнения /З.3/ моно 

представить в виде суммы общего решения соответствующего одно- 

ротного уравнения и частного решения неоцнородного. Однородная 

часть уравнения /З.3/ решается методом характеристик. Поли част- 

ное решение неоднородного уравнения взять новависяции от нере- 

менных (2. ут) ‚ то общее решение исходного уравнения /3.3/ 

модно записать в следуюнем виде : 

ЭкУру = Веб, луЛ + 5: Гу у] 2! #2 = И и у  ' 

: ин а Г 7 и ЕР" иЯ у # у ‘ м р : # РРЕ лу ИВА ВАР о 
где аналитические буниции Е , ^’ пыеют отличные от нуля про- 

изводные по первому аргументу, Функция 6 таке аналитическая. 

Нолставам решение /3.4/ в исходное бункционально-ди ерен- 

циальное уравнение /3.2/ : 

г 
р 

РЕ! 
= 7 

г [Се ге. ву - ие, Сбру’, 6 
  

РТ ПЕНИЕ ДУЛ, (бру’, (СК Ау} 

     



} и
 о } 

‚ВУ - ИРУ, (бр, о ‚2 
  

.^ 

© ЗИ ду’ -ИККЕ, А, др.) А. $. 

МХ 

# 2 РЕ. АУЛ-И Ру’, СВ», (Е) г 

А. | с 2 2 /3.5/ 
ПР ВУИ ВГС: и, 

ГИР Е 8 $ ^ КЕ ПЕР А, И й Г#. = та ? ( з 27’ ий А 20 *- 

  

где # означает частную производную бункции Г” по первому ар- 

гументу. 

зайиксируем в равенетве /3.5/ значения переменных. (А К.) 

ий введем обозначения хХ = УСС Е „ву з Я = ( в, ий ; 

р Жи, (2, РУ. Ре 7 Е{У, (Р.В. (у. 21 

— 972 
хх, СЁ, ВСЕ СВАИ . /8,8/ 

Заметим, что введение независиинх переменных © и 9 возмол- 

но, так как СРД? ЕО , Гор УбдуЦ О, 

Сзойства аналитических функций Е нЕ! ” легко вывести из ис- 

ходного равенства /3.5/ и из условия Р'=О . Согласно вве- 
ее а И У" ^ 

денному обозначению, { "С , А'’ЖО п, кроме тото, не об- 

рацается в нуль разность, стоящая в фигурных скобках выражения 

ИЗ.6/, то воть АРС СИА ЧУ, бр О 

Проди ференцируем уравнение /3.6/ по переменным Хи 9 „ 

Левые части результатов будут отличащься только знаком, Сравни- 

вая правые части, после проостнх преобразований получаем: 

  

: 1 и : - бы 

п 
Е 3. у и. / 

ПТР р } 2 7 РЕ. ИЯ } ? 7



Переставим в равенстве /3.7/ элементы © , и `‚ учитивая, что 

при этом должны такке переставляться и переменные ^, У. 

Правая часть равенства /З.7/ при такой перестановке не изменится. 

Сравнивая левые части, приходим к слепующему уравнению лля бунк- 
# ции 2 : 

ра х ,“ Я Аи ея 27 } а 

Ё Гб уи = СИбВУТЕ | СОВР, ‚ /З.8/ 

Уравнение для бункции ^’ монет быть получено из равенства /З.7/, 

если подставить в него уравнение /З.8/ : 

РЖ РНЕ СИ ви = С (ЕЕ, ВУИ Е", (у. СТЛ, [3.9 

тле СЛЕ, „ру и С.И@,Ау/ аналитические бункции. 

Проинтегрируем уравнения /З.8/ и /З.Э/ : 

Еих.се р” (ерД = Аду, с ЛехрсИердуйх, ИЗ.то/ 

РГ ща „ в ии 7 = "_ ПТ: Г, ро 

Сев @у }. [Г „ИР ед С { Е . За ТТИ 

Отраничення на коэббициенты д ,.. следуют 13 основных 
Гы Е 

свойств бункций © и А › установленных выше. Поскольку 

ЕО , не обращается в нуль такке и коэббициент ^ . 

Произвотная бункции в соответотвии с выразением /З.ТТ/ 

имеет вид: Я ССелрсх , откуда слелует, что произве- 

ение С/С, буи ЛЕ, 274 ( 4 есть аналитическая функция. 

воли кооищионт С д Ё Ау при некоторых значениях перемен- 

ных (б.у т), входящих в него, обращается в нуль, то 

уравнение /8.9/ ‚ Например, имеет линейное решение 

ми, а ‚ . ‚+ , 2 — Ра Я } т и # г. д .:® ; = А 

Е, СИ ыы ору х ва: уу >; Я ; 

которое молет быть получено из общего решения /З.ТТИ, если в 
= 2 зи Я че нем совершить предельный переход к САЁ ‚АТА = @ , учитывая,



й- р в $7 Г вы! иг 7 сы Г р Эм 7 — . вет 6 °, ИНЫЕ ву, ‚ум = СС Е ‚РУ , Из.та/ 

На 

Сер вос, 

гие (/. Е, „Ву: (УЛ аналитическая функция, 

Подставим общие решения /З.ТО/ и /З.ШИ/И для функций Е и 

Г” в бормулу /3-5/ : 

к-р = НИЕ (у 
а Г, 28 ( >} аа к у ре „2 *& . . 

ее руле СИ руку КЕ ДЯТ Ив.та/ 

Заметим, что выражение в фигурных скобках левой части решения 

/3.13/ не обращается в нуль. Легко проверить непосредственной 

подстановкой, что решение /З.1З/ обращает равенство /3.5/ в 

токдество. 

Проинтегрируем решение /З.Т3З/ но переменной (Ж-У/ |: 

Рожер. = С Круз ерул+ # 

:— р ра . 5-1 

- Ау ИЕ СИЕ РУЛЯ * 
“и 

я 3.14 
Кери лехо сие ви о- ги-ДИеВЬСЕ УЛ 3-м РЕЯ ТИ ето Иа У. 

используя результат /3.14/, можно выписать общее вирахение 

для бункции о У, ХИ ‚в соответствии с борпулой /3.4/ : 

Кедр = ВИДА «Ср. + 
К уе} = 

& “ 2 + — 

* , и т5/ 
7 

ви 14 РИ ехрСЙе, Е, -АЙеЬ КЕ, АО УР. 

     



в 

Выражение /З.Т5/И имеет смысл и в том случае, когда произведе- 

ние С46,2//70./6/27. у] обрацалось бы в нуль. В внра- 

нении /5,„15/ можно совершить формально соответствующий поб- 

дельный переход» 3 результате получим 

Осуа = 9%, 6, Ай СЛЕ, АИ АДР уИх 

в х и и "А-4 бр АЛИ ИВА ПРО ИНЕЙВ АЙ. СН.  В.л6/ 

`- . причем разность 2, Г р ид -С 2 РУЛИ *О и является 

аналитической функцией. 

Попставим вырахение /3.15/ для функции © в уравнение 

ИЗ. : | 

И Я КК. 2 (/ „Их СИЕ), (АЛ к 

‚ г, _ = 7 г (р 

петь (К ИУС! Р-Н Су + 
ра 

(СК ЮА (а! в) Саб =0. ив.т7/ 

В уравнения /З.17/ переставим элементы У $ А : 
--4 

Вок Кении У ХС. 47) ИА уу к 

^ КЕ, Су ес и 7-Е (#)|- / Кё у). УХ + 

«РС. КЕ СЕК] =О. ‚в.ле/ 

Уравнения /3.1Т7/ и /3.18/ определяют неявно, например, 

((,%/ как одну и ту пе бункцию переменной (& „в ‚ Сравни- 

вая частные произволные функции (2,=/ по переменной (., в), 

выраженные по известным правилам из неявных заланий /3. т7/ и 

/З. 18/, ‚ получаем соотноление 

Ко РИ 4) И (Е РЯ РХРСКЕЗЬИДИЙЕ ВЛ, Рау) 

‚ Ох у д Фор АДА = 0.  3.19/



цоб. 

= 

В соотношении /3.ГЭ/ переставим элементы е ‚ / : 

КЕ в ИЕ. ди улекр СЯ» ' р Рау Е 

ое Рена Еее = о. рз.20/ 

Заметим, что выражения под логарибмом в уравнении /3,Г7/ и 

в соотношении /3.20/ совпадают. Используя это обстоятельство, 

преобразуем уравнение /3.Ш/ к равенству : 

РЕККИГ 29 СИЕ РИ И» ИН я 
я 

Е) 2 р АРА ОЕ 
«бий д вх), еле о //- 4 Де, ау сут } 

ри 7 ЕКА (4 = 

^ _ орде ей 23-1 

= СКК 

ей = и; и . “ Ре ут - хи 11.1 Орех р СИА) бин ИЕ, 

* АВ 909 ( КЕ) ие Аа КЕ, т 1 
у у 

Равенство /З.21/ есть тоздество по всем входящим в него пе- 

ременини, так как отсутствует зависимость от (5/А,8) „ Про- 
„м 

и 
{ 
ка диеренцируем тождество /З.21/ но переменной (2./ и произ- 

ведем в полученном результате сокращение на все отличные от ну- 

яя мнохлители + 

СЕРИИ КЕНИИ   

Сие серу, 0 К, т У 
и 

Соотношение /3.28/ бущет выполняться также и в том случае, ког- 

да вместо / будет стоять элемент ( или к ‚ так как исхол- 

ное тохдество /3.21/ инвариантно относительно перестановки эле- 

ментов ‹ ‚/ ‚ К . Поскольку КО , произведения



ри 
зря к ая 

СЕНО п СИРИН 
’ обращаются в нуль однозременно. Аналогичное утвервдление в от- 

> 

ношении трех произведений С/С Му , 

СИЕ УРОЬУ , СЕОУ ив соот 

ношения /3.22/ не следует, поэтому ниже будут рассмотрены раз- 

личные варценты значений этих произведений. 

Предполоким сначала, что только одно произведение из трех 

обрашается в нуль : 

СИЕ, (СВ, (Г уИ = /3.28/ 

С ОФИСЕ „5 $2 НО ео, /3.24А/ 

СИС. | /2.25/ 

Ранее было показано, что произведение Со, есть аналити- 

ческая бункция всех сзвойх неременных. Но в таком случае обра- 

пение в нуль произведения С(. моет быть либо тохдествен- 

ны в соответетвулей окрестности, либо на улогестве нулевой 

меры. 30 втором случае всегда можно нейти подокрестноесть, в ко- 

торой всклу СС . Поэтому буцем предполагать, что усло- 

е /з. 23/ выполняется топдественно, в то время как всюду в с0- 

ответствующей окрестности имеют место условия /З.24А/ и /3.25/. 

В этом случае соотношение /3.20/ мозет быть записано в следую- 

цем вита 
в д и 

ти 1. # РА Ки, Г, 7 ГГ, ЕЁ Ё Ги Я ,}! и; 97 / Г; ЩЕ] ‚ у =) 
Как) ие, Се. 7“ (в). ЛИКЕ у. у) ы 

или без операторов альтернирования 

КИС, 94 О О О 
а пет 

АКА ИХ: Вузе. = Ь( 34), РуН 
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КАИ: ДИР, 5). (К, у/- Де. (15 ХА . | 

КИА ДЕВА. -ЬЯА А /3.26/ 

  

‘в разенстве /3.26/ нет особенностей, так как ‚разности, стоящие в 

4 д 

| 
| 

| 
|: 

°. знаменателе и числителе правой и левой части, В нуль 1 не обращают- 

ся. Кроме того, КО . 

Преобразуем правую часть равенства /3.26/, используя соотноше- 

ние /3.22/ и условие /З.23/: 

СЕЧИ ау). С Два). (2 О 
  

  

С! Ия 2) ( ДИ 9 "д делу р 

  
    

В.87/ 

206.4), (СуНКЕ рее СДИКИбА Е, И, 

° после чего равенство /3.26/ упрощается: 

рае ИДИШ Бу 

ГДЕ, у), ер/- Сел Ро Ду ‚] /3.28/ 

  
Поскольку разности, стоящие в числителе и знаменателе левой 

части равенства /3.28/ есть отличные от нуля аналитические бунк- 

ции, правая часть этого же равенства не обращается в нуль. Но в 

‚ таком случае кообфициенты СДС и ДИР. у 

‚ либо одновременно обрапаются в нуль, либо одновременно отличны от | 

| 
Г 
| 

нуля. Рассмотрим эти две возможности в случае, задаваемом условия- 

МИ /3.23/, /3.24/, /3.25/: 

| 
| 

| 

| 

5 . д, д 2 1, (у, ИЕ 2 0 з 
/3.29/ 

#2 } 

Из условия /З.23/ следует, что СКВ 0 и, в соответст-



Ки
. 

= 05 = 

я 2 

вии с предельнкы переходом /З.1/, С.К#.ХУЛ=С „ Но функ 

ния С.Д ул? является предельной для всех пронзведений, 

стоядих в условиях /3.23/, /3,24/, /З.25/, поэтому зсе эти про- 

изведения долины обращаться в нуль одновременно, что противоре- 

чит ноходным условиям /3.23/, /3,24/, /3.25/. 

Ю. Де, ху}. уу =О. 3.30/ 

Пели С/у = , то, в соответствии с предельним нерехо- 

дом /3.та/, САС. КуИ=О. Как и в предыпущем случае, это 

приводит к нарушению условий /3.24/, /3.25/. Поэтому возможно 

только сие.4уй то . Из условий /З.2А/, /3.25/ и свойств 

произведения С./, вытекает аналитичность коэффициентов 

бр и С, у. СК. , в таке необраще- 

ние их в нуль. | | 

С учетом отмеченных обстоятельств запишем уравнение И.И, 

используя предельное выражение /3,16/ для бункции > ‚ В иОТО- 

ром надо полохить СОС = О : 
и и 

В , —“ ар _ / р 

Век В р КЕ, %у). (у Ру ВУЛ ву. { 

^ 

- Вел ВАС, = О. Из, 
Е: 

При тех хе условнях запимем соотношение /З.т9/ : 

КВт Д Кб. НИИ ер С СИС НЕЕ - 

д 

п 

- АВ) ба ДОС СНИП, у - 

2 
Я _ 

оба уретр СИНИЕ б.у! 

- Ав) би АЕ, < А] р о /з.32/ 

Уравнения /5.31/ и /3.32/ эквивалентны, поскольку условия 

З.Е3/-/З.Е5/ и /3.30/ выполняются тохдественно и не налагают 

дополнительных ограничений на изменение переменных в прецелах



‘
я
 

доступной им окрестности. С пругой стороны частные производине 

‘уравнений /З.5ТИ и /З.5%/ по переменной (:,„) ,‚ как легко 

проверить, отличны от нуля. Это означает, что уравнения ИВИ 

и /З.3Е/ определяют неявно (‹.х) как одну и ту не функцию 

переменной (о ‚ Сравнивая два вырахення пля производной 

Функции (г‚х) по пересенной С с, в ‚ найпенные из неявных 

заланий /З.ЗТ/ и /(.08/, получаем : 

Коба -И бур + 

+Ая) АКИ УЕ ОЕ СКИя О. 13.3 

В равенстве /3.33/ отсутствует зависимость от переменных 

С, /, “в ‚ поэтому по всем входящим в него переменным оно дол- 

но быть тожцеством, Продиберенцируем тождество /З.33/ по пе- 

ременной (с,х/) и произведем сокращение на все мнохители, не. 

обрадаючщиеся в нуль : | 

СРР =О, 

что противоречит исходному условию /3.24/. Перестановка элемен- 

тов & ‚ А в равенстве /З.33/, не наругаюзая условия /3.23/, 

аналогичным образом приводит к обралению в нуль другого нроиз- 

ведения : | 

= р 

СКВО рр = О, 

что, в свою очередь, противоречит условию /3.25/. 

Таким образом, бнло ноказано, что обращение в нуль олного 

из произведений, входящих в условия /3.23/, /3.24/, /3.25/, 

влечет за собой обращение в нуль и двух других произвелений, 

Предположим далее, что из трех произведений С с только 

Одо отлично от нуля 3 

Сб Иер Кеуу= О, /3.34/



{
+
 

<
 Ск 6.4 УЛЫКЕ, ХУ =0. 2.36 

СК СТС, 7 У СК,иН #0. | /3.36/ 

15 = С; Г) = че Исли СИР, + “ , то обрецаются в нуль коэбиниенты 
, р: . . ; из р . ? 
Ееыу), се.уУ я буи . БО тогла ССР, ьееди- 

Де, ху < ‚ДАЙ = О ‚ что противоречит ранее устанозленнох 

свойству этой разности не обращаться в нуль при условии /3.35/. 
о .\

й 

” ° Вели же СЁ, Ху = — ‚ То в соответствии с предельным пере- 

холог: /З.Т2/ все три произведения равнялись бн С,/0#,Х// 

то есть обрагались или че обраделись бы в нуль одновременно, в 

противоречие с условлями /З.34/-/3.36/. это значит, что случай, 

когла из трех произвелений ср только олно отлично от нуля, 
= 

`.”  Нневозмохеп. 

итак, в дальнейлем модно прелнолатать, что либо все три 

произведения - СС, ‚зозпественно обрацаются в нуль : 
5 

$ 

СОЛЬ Кеуссу=0, р 

р
е
е
к
 

9 

С се у), (ЧА = 0, р ИЗ. 

н
и
щ
е
т
е
 

н
и
е
 

о СИС =0,. 

либо весе три произведения всюду не равнин нулю: 

р ее #0, | 

СИН СН #0, _ /3,38/ 
| 

ы- Г, 2 5 ° 2 

| [2 УИ „С у, (К, ЕО. 

Нредпололим снач ала, чтс имеют место условия А .37/ „ В этом 

случае необходимо подставить вырахение /3.16/ пля функции & 

в уравнение /З.1/ : 

 



    

° 7 Х я} г ГЕ. 7 / и г >? 

к АКе.-9, Чуб, И ИР. еб. 2- И де. и 241} 
Кв ИК ` 

р % др} кой 2 . < ЕН 
Сео уб... буде, #. . 9. 4уб,.1 судит 

д д . 

КЮ (4) Сз Де.“ эй г, и убьеД= О. /3.39/ 
>. и - 

Предполоз вши, лалее, что имеют место условия /3.38/, когпа 

ни одно из произведена С не обоапается в нуль. Легко | 

проверить, что при этих условиях вее производные левех частей 

соотношений /З.19/ и /3.20/ по переменных (4/Ё.. р, хву т) 

отличны от нуля. То есть, в деготвительности, соотношения /5.19/ 

и /3.20/ являются уравнениями, определяющим, например, (А, %/ 

как одну и ту де бункцию переменной ( К, А) ‚ Сравнивая два вн- 

разения для производной функции (К,Х) по переменной ‹ А. В) + 

полученные из неявных заданий /3.Т9/ и /3.29/, прихопим к теко- 

му уравнению з 

РА ДЕ, и) (. уМежр СЛЕ - 

Су), „НИ/ехрсие ХУЛИИКЕ, 4) 7. - 
ыы 

я. 

иль ИТ ег и : : С = 

-^ и ( — бе СПО. уе. 0. /3.40/ 

  

м т. 7 м — гь ий „7—4 

ДА 2, = СИИ С, СЕУЛ У + 

И ЛИ ИИ 
+ 

8 3 4 / 
ИРИ 71 л, 2 =. ‚4Т 
СК УНСИЕ, У ДЕ, Ху. (Е, 7] ° 

ге оиличноя ‹ от нуля аналитическая бункция С.Д, г я 
7 =  _ —й 

совпадает с С/С. // при СИФ,УЙ=О п такая что 
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р К ЛЬ ПИ НР ИЕ й А { СЕ: { Г. У - С.Р. ху ИИ СИЕЕ. Ху ры СД. 

>20 - 
И Ир и в : Заметим, что при С / ( Е. “у = с в соответствли с предельным 

{м
ы 

переходом /З.Т2/ и условиями /З.38/ долдно быть С. 1. ку а р 

Нели Сб уЙ=О , то полагаеи СИ у = СУ 
Ноля =е СИ(е,4у = 0 на мнохестве нулевой мерн, т можно, 

например, полохить Сеул веси ‚ тле 

постоянноя С. выбрана так, чтобн Се УЛ О « блага- 

емое //СИеКУС УИ] введено с целью коилючения особен- 

ности в бункции // ша СИРО, 

зункция Л! ЕР, я 1}  аналатична пс построепию, г: зорсуле 

ИЗ,АТ/ можно совершить прелелинй переход к СИРО п 

получить следующее внраженис. 

С. Ре уННИе ВМ +, ие уу 
  

Се йе 
И . 

Легко понять, что произволная Ия, Ху не обралается 

в нуль, так как в выралений 

И (Ев) Деё хи! ежу? Се мили’ Еву } 

  Пей = 
СИР, ‚у СК, Се.уЙ 

для произвоцной не разен нулю ни олнн из сочножителей. 

Перенишем уравнение /3.40/, воспользовавлиеь обозначением 

З.И: 

7} АНИ (у) -ПИЕе ул =0 ис. 

Ил В зорме опрелелизеля



/3.43/ 

>
 

№
 

к
 м
 % 

<
 

=
 

>
 о
,
 

—\
 

ыы 

—
,
 

>.
 

м
ы
,
 

м
 т.
 

г
 

м % <
 5 "$
 

ы
х
,
 

н
ы
 

<
 

здесь такле, как и в уравнении /3.33/, восстановлены все че эле- 

монтн, которые были опущены в промехуточных формулах, заметим, 

что любой минор второго порядка, соперхащий столбец из единиц, 

в определителе /3.43/ в нуль не обращается. Поэтому отлична от 

нуля, например, производная левоЁ части уразнокня ИВ.4Я по пе- 

реленной (:,() .„ Непользуя такзе уравнение /Т.З/ легко пока- 

зать, что любая первая производная левой части уравнения /5.48/ 

не обратается в нуль, | 

Уравнения /3.39/ ля СС=@ я `/3.48/ ия СО4О 

являются следствием эквивалентности уравнений Из.13/ и /5. И. 

Но, в делотрительноста, окрестности точек и з соответствуюзих. 

нение ты за" Я к 75 й могут от недиагональным кортенам из //6, ^/бё, „ не могут задаваться 

уравнение": /3.39/, так как возникает противоречие с аксиомами 

теории сизических структур. 5 четвертом параграйе это обстоя- 

тельство будет выявлено для частного олучая П=а ‚ав пя 

том параграбе для более облего случая П>3 .



И “>
 

$4. Частный случай: >И 

Уравнение /3.39/ для случая „г = может бить записано в 

слелующем виде: . 

  

Гир. 
д у _ ПДУ у. - ИЕР. 
РА . (ря а з и 

Г В) А {< $, У, А & 
— 

5 

ъ 2; 

ДИ ГЁ. ваи-ИИЕЁ, О, | 

- у + Вы с. ИР =0, АЛИ 

К, а 2 3141 ) 

  

тце, например, предполагается, что при перехоце от уравнения 

/3.39/ к уравнению /&.1/ имеют место соответствия 

‹ г. } м в = _ .. Е. .з г» и >. 

Де ув, Суб — ЗН. , 
р 

# р 5 у. # к. :. , = г " 28! й 

Ду удее — Да [Се . АЙ, 

Де... уд. сербия — День, , 

у в 

причем все взаимные разности (:702 ‚Дт: 

в нуль не обращаются. Поскольку таке АО п 

Ре, ХИ 0 , уравнение /4.Т/ монет быть однозначно 

разрешено относительно аргумента (2.9) 
„ 

с и ы 

Занишен уравнение /4,Т/ лля кортежа < 4/7 Аз @4. о, в > 

где Е а (Е, ие С): 

з 

| 
} /Ё Ре - 2 я 

ВраККе.л, 4 ПО би Я > 9) 

( ДР ав. 4 
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О „(- ДИ, в. 2:4] ^ 
_ 

: Г" К ХР [ („а 0. /4:2/ 

р. ЕК и. и. У 

Разрешая уравнение /4.2/ относительно (‹.х/ , получаем после 

некоторых удобных переобозначений следующее параматрическое 
= 5. Ё и > }’ „> г 

представление для пункции @:/02/х 0.1 А ; 

(Е х =; ПВ СР, в, ии. 2 /4.3/ 

где параметры задаются открытыми отображениями С” / В: А) > К 

Орк, и: 4,2" " , Параметры ив, %:,47 вхо- 

цят в выоахение /4,3/ несудественным образом, что приводит к 

противоречию с условием А, Дейотвительно, возьмем в окрестнос- 

ти А: (т-1) различный элемент Са,» , т и нол- 

ставим в поенставленые /4.3/ на место с выбранные элементы: 

3... 

2 РИ г д „ ва : _ ее = 

Со = еее А, Кв ИС, 

К 
т
н
а
е
н
ы
ш
ь
 

 Н
ов

ни
ни

йй
 

. а а 
” ь 

= . 

(3,8) =} а: „2, ФИ, К бан. „< } #17, 

2 4.4/ | 1. 

‘ 2 3 ” у р 58 ; #, фл. . & 9 

= би Ве Вин 2, ,«}) Ср, к, й, Ая 2,4 , | 

3 соответствия с условиет А, отображение (26, „др 

долино быть отирнтым д елнаргонального кортежа «ебли т > . 

Однако, это невозмолно, так как (7’?-() координата точки 

(т = Я" орласио 14.4 выратаются аналитичес- 

ки через (*”-2 параметра (0..4) и ДА в. 9. 

То есть, в дейстрительности, множество точек бат, 9) 

при фиксированных разлачных олементах 42,2..." ® (4) 
& . &^>. 77 и © С%:) есть ыношество нулевой меры в ® ‚ следова- 

7-1



* Зи И. 8 ь р @ Тотти р т прозе (РЭ ./: 2 О чузлегонтойбн попгончией я икот 

‚ , д Ябниваоо зезпи (270 випинАО ° 2 я 12) 2 венеоченойи 

Ачаномэсп * бы ра Чт * › > /рю‘Р-)' ВЯВОХ НОЕ оп ИРИ = (2% эт М > (7072) ` ВЯБОТ ИЗООН 

-гоэдно подотохлэн я энэкэтойпо (2) випянАО взяоэвизииену 

> ‚ их, ЮФз- Ию. И“ ?/ 23+ 7372 = /ю‘7). 

8 2 Натэледен поёедоо инннеахоогоо низая 
22 т ` 

$ ; т. о ЖЕИ : я 5 у и & _ д 
“ /8'2> ончкеатоонто ое иршобеза 1 Е (7720/Э? 

1 ср ту ‚/у> Эчезбон лиг /9°Ф/ эпноняейА готитес 

"иЕАн по знькиае (23 и 
еее о & .. "Оо: и раме язъи ё пы, = ы венловенойн эчьох номе ОН я иэви@н = 79/1191: 0 

иинянАо илвиневена халоваетев ‘яэъо хинетенаооэн изоон 

-тоэбяо нобохомен я энокэте@но ру ницянА везоэвиснивие энт 

х : и 

хо ми чу 
| 

- . г. \ гл Г. ` 

го И ве /3°?/ ‘О= 

„3 1 } $
 

о У о 

: вололинее /3*ф/ эиненаза" $ = м/ ЕЗЬЁГО ВИТ ра 

  

—
5
 

в
 

м 
р
 « 

3. 

=
 

о
 + 

—
.
 

к =} 

—
 

= | * 

© 

`-,, 

3
 

3 
ыы 

`
`
 т
 >. . | 

из*/ 0= } 

т 
п
о
н
и
 

ин поэди /су"о/ энноняебА 2 =о1„ ЕЗЬйко олспозасашеноовЯ вит 

*/ст*с/ нопненязаА изоонгоейбно поле нинзшов чтоонлойЕоя ‘71088900 

ниче *воговлоо и * 29 [х,’ 9! ви перогооя панчиенолвинен хи! 

—"Аатогэчооо * иг Усьсг алоонлозаяо иббсшонен чизазиев зонол 

эп /бс*2/ экненаебА 2 =ы ВЕШ озь ‘оневеноп окно ‘яви ША с 
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не 2% а : {= —=# „< то на мпохество значений бункции Пе КО А 

сонет быть залано уравнение 

ГУЩЕ ФЕ, в { | 

| . _ | . 
3 7: {и} га ? , 

с .42] ! Пр.) { нЕ А.В 
т 1 

и ИГ ЕЯ 
ИК. УСК, 1 | 

, ‚ Уи * и: 
Так кан 2: ® "(62 ‚ 9: Е (из) ‚ результаты /4.7/ и /4.В/ 

составляют содерхание олучая @. / доказнваемой теорегы для 
р а-я ,. , . . 

ИП =П+1=3 , (лот случай ранее оттельно бнл рассмотрен 
7 

} автором нараметоическим методом [4] , {71 и получен такой 

хе результат. заметим, что парагетрическим иетолом полностью 

исследованы только простейшие случаи "И=И = [6] в 
хх ^^ я = З _} тп ГА! , [7] 

5 

При лальнейших преобразованиях уравнения /4,5/ будем прел- 

полагать, что /’? >49 , Переставим в усавнении /4.5/ элементы 
р ‚* / 
К, @ ‚то есть затем его для корт $4} 2 ео, > 

т
 

>
 ЛЕСКУ. 5, ДК:КХ. . 7, я 8). 

* ДИ. 9 ПЕК, 9, в я Ау. ый бб а 
| 

1 < Е » м
 

—
 

ОЙ ДЕ СА „9, 82| 4 

ь 

3 енлу эквивалентности уравнения /4.5/ п /4.9/ опрепеляют не 

явно, например, ( и» В?’ как одну и ту хе пункцию переменной 

2, Сравнивая лва выражения для производной функции 

(в) по переменной (2,7 ‚ найленные из неявных заданий 

р н /1.3/, получаем :. 

Али т 
Пес. в, ИЧекуи о -И КЕ}, а, 
  

Па у.. Л 64...47 - ЛЕА ь, Л
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} вр ‘= д г .7 Ел _ ? 
/ {; ео, в д ККМ, АКК 

А й Ш и и У я = :, 

* : # /А.ТО/ 
# г. ^ — г ак 9 А Та г р. 3% : 

ПорНОАеьвЯ бе я- Перв 
м} и а _- 

  

Равенство /4.10/ выполняется тождественно по всем вхолятим в 

него переменнни, из-за отсутствия зависнмости от ‹2, ‚2 и 

(у, «) ‚ И потому представляет собой бункционально-циФеренци- 

альное уравнение для / . Забаксяруем в равенстве /4.Т0/ зна- 
$ 

= чения переменных (ГАУ... М, В) 

в —” 9,2] А А. 4-1 АРК, у. т.) 

—=а, /4./ 
д кл ЛЕ Рио -ИККВУ, р 
  

где постоянная С отлична от нуля. Поли в равенстве /4.1Т/И пе- 

реставить элементы д, Ё , то правая часть долена остаться 

без изменения, а в левой части числитель и знаменатель поменя- 

юфся местами : 

рр ;, НИ д 7 МОЙ 21; у ЛЕ. о -Л КВ. 6 
  

:. #1 

- “ = 7 А 

А гра и т Аи 

Левый Де 7” р-р, 4 

я и 
то есть ““= 1 . для ностоянной С’ возмолны два значения: 

Я= +1 и = . 

В равенстве /4.11/ забиксируем дополнительно значение пере- 

менно: (А,2 : 

6: „оГеу. 7, 21/1 ЛЕ. и, 7- Ве. 27, ХЛ = 

а 3,537. Ден. -ДЕв не, р,
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откуда после элементарного интегрирования получаем внрахение 

для оункцаи /\ : 

Е хи = ИР 7 ( Те. И. Вбр ь и, + 

+ 6}. ИД 4) -ДКе.. и, . Ид.т2/ 

ПРЕ Е "р 2 ` р. Фрьетии, - что Ибо ИО, Ди УЖО, 

Деви; 21...52 О и отлична от нуля разность / Дер» в.4] 

-ДК ея. 27,517 — в вырашении /4,.Та/. 

Полстави решение /4.12/ в исходное равенство /4.11/И : 

Ге рири-ДКЕ.. Д-Р -Д и -0 у 
се 
= 

  

  

т“ а 19. Г л Г. дз я й #. ях ра =. № 

Ау, Дер ГА. [уе р, 43° 

:. = Я ГА 1 . : РР о - ^ 

ГА! рее, - Др. 
тя а. # /А. 13/ 

ГА} 1. - ДЕ. у.е 

= для постоянной С ,‚ как было отмечено веше, имзется всего лва 

значения, Поцставим первое из них С = * 1 в равенство /4.15/: 

  

гг я + Г 5$ 7 ДЕТ, -ДИРА. о,“ 
г . 4 =1 

о А ал А мил } 
ре и в О ЕК: ЖА 

то есть ДЕЁ к}. ./- ДИ. и. = 9 ‚ что противоречит 

условию необращения в нуль этой разности, Таким образом, знаме- 

ние @ = +1 долино быть исключено. С пругой стороны, легко 

проверить, что равенство /4.ТЗ/ обращается в тоицество при под- 

становке значення Я =-@1 ,
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Для бункции / из бормулы /4.Т2/, где долкно быть @={. 

получаем выражение 

ДПР УМА 2 Гр ий т ЯН оо П ДЕТ. ч.9 АК РТ . /4-1А/ ы Е 

Подставим функцию /4.14А/ в уравнение /4.5/, исклочая апди-_ 

тивный член 2? и вынося из первого и второго столбца ненулевой 

множитель И : 

А _ . = . . Ра р 2-4 

$ 7 я Я РЕ 
/ р ; и: , нь -В 

|8 (С ЕД, 9. АСР, 8} 1 | 

Ге НЕ А | | 
НАООдуи ый} ЗКОРОРеяЯГ 1|=0. М5 

| : 

д ьоарт бобра заре 1 
Бы ‚Ш КК / аку ии, ре 1 } 

Уравнение /4.15/ является следлетвием эквивалентности уравнений 

/4.5/ п /4,Э/. Аналитическая бункция Д имеет отлячную от ну- 

ля производную по первому аргументу. Поскольку в определителе 

/4.15/ не обращаются в нуль разности, стоящие в бигурных скоб- 

ках, а такхе минорн второго порядка, содеркащие столбец из еди- 

ниц, производные левой части уравнения /4.15/ по каждой из пе- 

ременных ( </А ‚987 ‚ а следовательно, и по всем остальным, от- 

личны от нуля. 

Вынише: уравнение /4.Т5/ для случая = ы : 

рак. - я Е. # 17+ Г А бд» .}} т 2 3271 

| и } 
Н . 32 жи ° | 

Гл: ут. ГРИ ЛАВА Нал {| > "ТД АА - #1 ЗИ ВН-ДЕЕЕ. В4 и) , 
Го ДИ 1 4} Ву ЩЕ: у 4 | Ма /4.16/ 

1 

| ина о : 3 2-1 | 
| } 7 в СЕ } } 2 я 2 { НАД ЗАКУСОК [|



_- 68 - 

где аналитическая бункция /(&) определена и имест отличную 

от нуля производную /\,(} в некоторой окрестности каглой 

точки, задаваемой несовпадающим значениями функции 

@:716.х76, А — . Представии уравнение /4.16/ в вице, раз- 

реленном относительно (2,%) и запишем: его для кортека 
<, ‚К 8. > те с 22), 5 = 0.) , ВОЛЯ 

упобины образом параметры 4”; , 2х › Ра › Ри › получаем 

следующее параметрическое представление для бункции 
о: веко, — К : 

А а а. тез | 
(ети [С Ся: , ИА. ТИ 

ИСЕ = ДЕ .. 2 тук 
ге “(7/ =Д(*"/ — в некоторой окрестности точки (2:4) Е А, 

+: _. за 

“^ = обратная функция. сли предполагать далее, что 
Р р я. р : ИЕ) а } . = и - 

СК, Е 4,7 п м в © 6741) , то инохество вначе- 
; # _ © х = — 8 

ний бункции Де," 5,17 — К мохет быть зада- 

но уравненнем — 

сл р И квн р
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  | Иёи ФА Фа х и И | 

Поскольку 2: ® 2. о х: Е и °’ , результатн /4. ШИ, 

/4.18/ составляют содергание случая з/ доказываемой теоремы. 

Уравнение /4.18/ впервые было обнарудено автором р 4] о одна- 

ко попытка получить его параметрически: методом не была успеш- 

ной из-за возникших трудностей, связанных с решением ди ферен- 

. циальных уравнении , в которые неизвестная пункция вхоцит не- 

линейным образом



При последующих преобразованиях результата /4.15/ будем 

предполагать, что т >. 0 „ Переставим в уравнении /4,15/ эле- 

менты 4 . у ‚ 10 есть запишем его для кортеха 
"ТРЕ я у 7 ‚х 2 ° 

« у ку # ри фа 17 * хр 2 * 

и 5 м = 
Е муз д 2 Е Г. ? р. 57. я : НАерд Деви тАерАа м. в} {| 

„* | 

РА Рода" орви ив" 4 =0. т НАУ УХ $ И. { < т 51774 1 ры. /4.Т9/ 

м“ ^ а | 
? 2 дг ь р |2 г т ; : 

ПАРА 8 о ТРИО | , 

В силу эквивалентности, уравнения /4.Т5/ и /4.19/ определяют, 

например, (/,«/ как одну и ту же буницию переменной (2. , 

Сравнивая лва выражения для производной функции (/,%/ по не- 

ременной (‹,%/ ›‚ найпенные из неявных запаний /4.15/ и /4.19/, 

получаем : 

  

  

      

5 =. 

д МИГ 1 Ч. АГ . 7} Дори ПЕСО" 1 
‘ м 

А. АГ.» | 72 ел 57" 

д ТСО ри ПЕД ВИ 1 
КЕ) ^ А — 0 

=” А о _ и д, Я 

Доре ОСА рр 7 1 

о ы вг а. ве” * 

КОРОуюио, я Ш д ИИ: 

га 

зоспользуемся дополнительно уравнениями /4.15/ и /4.19/, чтобы 

исключить из полученного равенства элемент Я : 
= 

Е 4и.. $ НИ, 
АУЛА аи е} ИД, ру 

} О 4)... 5, р 7 Вода Шир. 2, 27 5 

к — ых =). /4.20/ 

аи 9.1 | а ев Дер. ‚9, 7 
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Равенство /4.20/ выполняется тохдественно по всем вхолятим 

в него переменинм и потому представляет собой пункционально- 

ме: д 7} 

дибференциальное уравнение цля 2\ . 3 равенстве /4.20/ забик- 
Е ы . 

сируем значение переменных уе.) ‚ вродя удобные обозначения 

2 д 
Гунаций 1 и 3 с у 2 1 $ = а . 

1 д: КУ #.. М, # #1 = & «и». 17. хх 
и и 

# 

$ Г РР * 5 _ 32 ыы Я Г) 2. 23 Е ° > хи. р», 14? и 2 бури, рые ау Нл, ХР » ИА 2т/ 

ИЯ Пел Я ЗРЕР 5 Ра 2 77 
причем ИЕ, АСК. МУ о и 2720 2... М.И Е 2? 

Перепишем уравнение /4.15/, преобразуя очевидным образом 

определитель третьего поряцка в определитель четвертого порял- 

ка: 

+.
 Ар а ИР А: |: и 38 

ПН. аи Дни. #.) Я 2 т Нл. и ЯН «ДЕ и). . 8 

Дррро. Их деи. АИ ДЕ И, и ДЕ; А ,, 
Ми и и я 

ЛИРА РН АГ. пан. АЕ ПНЫЙНЕЕ ЗРРИ } 
АИК м, 24.1 _ ДЕК. г ДИКА ЕКТи Я 1 

| .     р 3} :} ЯНлЕ.. сл: Я Их Е йе Е: Ё ДЕ. 9, ОКЕ) И. ь,8} Ди НД. КЕЙ ВАЙ { , НИ 

Преобразуем уравнение /4.22/, воспользовавшись связью /4.21/. 
О и, } И - 2 

Сначала умнохим первый столбец на. ии, ‚ зтороя - 

на В: [ии #1) и слохим с третьи столбцом. Зале + стол- 

бен из экаяин + умнохаем на иль Е , 2: ‘ЕР, , 8 , 

ОИ 229 в? 
БН. ых ду Г, Р4 ий складываем его с первым, вто- = 

рым и третьша столоцами, соответственно. В результате приходим 
А 

К определятелю /4.22/, в котором вмеето бункции д стоит сум- 

ма 4+6. . далее, умнохим я строку на произведение 
Рав ав р А т, л 6 р 
1 26). О, - 9 67...19, 211 я ГАД ГЕ вн + © ЕЁ а .й, и! 7 и 

и 

аналогично следуюлие строки. После неслохных преобразований, 

учитывая, что @2%0 , получаем: 
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#7 . 7 х зе. о А би, и, {!/ Аи... 9] Я 64). ИИА и Ф,в4 4 

Уравнение /4.23/, в действительности, является тодеством 

по всом вхолядгы в него переменным, так как отсутствует зависи- 

мость от СХ.) и (у,8) „ Продифференцируем тоздество /4.16/ 

последовательно по пересенным (с,%) ,‚ (с ‚82 °С "+ ° 

(К „вл 1 

РР их а : 
Мег Р.И Пел 227... Ох 

/} ие, =. т из к ой Е: 2 
д ИА кри АХ И! А ДК. и. =, 

что противоречит условию необращения в нуль каждого из четырех 

 сомножителей. Установленное противоречие означает, что нельзя 

записать уравнение, зацающее мнохество ./” в случае #72 > . 

йз , то есть бинарные физические структуры ранга (п, а 2 

для. 77 >.5 не судествуют. Последнее утвертление не исчерпи- 

вает всего случая е/ доказываемой теорегы, а является его частью 

только для 1 =а о. В последующих параграфах, рще рассматрива- 

ются бизические структуры ранга (7,2) для газ т» „ 

доказательство случая е/ основной теоресн будет завертмено.
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55, Общие преобразования: ит зим > 3 

3 третьем параграбе было показано, что уравнения /3,39/ и 

/3.43/ являются следствием эквизалентности уравнений /2.13/ и 

/З.1/, то есть для 77» > В мнонебтво ‹/” в окрестности 

точек, соответствующих недиагональным кортелам из 776,” х 78 

модет бнть задано, вообще говоря, либо уравнением /3.39/, либо 

уравнением 3.2. Предполозям для определенности, что в некото- 
ЯР 

рой окрестности точки (е2/:А Ка бае а В у: 6. „ЛЕХ 

мнонество ‹/” задается уравнением /з.39/ . При перестановке эле- 

ментов @, у 910 уравнение может сохранить свою форму, но мо- 

пет и изменить ее, то есть в соответствующей Е канони- 

чески сопряженной точки (#:/+^ К 1..1, 6 ВЫ А 7” 

инохество «”” задается одним из уравненай /3,„39/, /3.43/. 

Рассмотрим сначала случай, когда при перестановке элементов 

^ ›‚ & уравнение /3.35/ изменяет свою форму в разъясненном 

выше смысле и множество ии в окрестности сопряхенной точки за- 

зается уравнением 

Е. 2 — Е Аи . : 2 аа } 
| Я г # 27 (88 (54: #! ЦЕ #. # И. ГЕ а т) 1 | 

| и Уи } 
{ х | 
| . 

| 1 { г \- яд 7 г - З < } Е е 2 < А! и 37 уз р} 4 ще Е» ДЕ, Е иво, { } # ны де = аа 183. Е | -— {; Вы 

| м ” йе | 
1 : 

1 “ 
| ДА Я ею, и. И г а , | 

: Аа МЕ =} 5 Г ЛДК. 9. 488 ИКе. уве с 1 | 
= “А.Я 

и 

3 силу эквивалентности уравнения /3.39/ и /5.тТ/ определяют неяв- 

но, например, (у, „%/ как одну и ту яе бункцию переменной (5.5), 

пайдем из неязных заданий /3.59/ и /5.1/ производную пункции 

С
 3 о Е 
м (/:%? по переменной (4.#) и приравняем два выражения для э 

производной ; 

 



  

Мс ь Е @ И.о. ТЕ ы. 2, Е а.о. уо. И (И. у: <! 

Е ЕН = 

7. С те, па ЕЯ в с сл’ с о 
Пр УГ А, [Е Руб уб я Де. 9, Худ. (Ку 1: ея 

А. сы о д др о 
Я о ПР уе ЛИКЕ урдеты 
  

—_ и . о и и . ыы „ #5 во 8 

И еы Ибо ирд,еи АЕ. уво, А-ИИЕЕ. 8. т 

Разенство /5.Е/ чнзариантно относительно перестановок элементов 

Е й ‚ К ,‚ так как и в уфавнении /8.39/ и в уравнении /5. и 

мояно свободно переставлять эти элементы. Равенство /б.&/ есть 

тождество по всем входящим в него переменным, вследствие отеут- 

ствия зависимости от (А.“ Я г 

Пролиеренцируем тождество /5.2/ по переменной < К ‚В _ 

учитывая, что отлична от нуля производная бункции д по пер- 

му аргументу, а также не обращаются в нуль разности, стоящие 

в числителе и знаменателе правой части равенства /5.2/, получа- 

ем. 

ты р. 

Ш: + „я = в а и
 

ы
х
 

`
 

<>
, 

к
 <
 

1 

ИТ ЕА, 

и 

. = — 

, А 9... ей не зависит от перемен- 
#! Е 

то есть Функция ИЕ С
 

ной ( Кв) ‚ Точно такие, используя инвериантность равенства 

/5.8/ относит ельно перестановок то г . / ‚ © , нахо- 

ИЕР.. . вби = 
дим, что Пе ый, 189. с7=0, ( уе ”. О.Т = © 

&, 
ы 

12 
Пусть 4 некоторый элемент из окрестности ид ‚ КОТО- 

рой приналления такхе элемент { ‚ Запишем уравнение /б.Т/ пля 

кортеза <С/А би -ИИ9.. “> , то есть вместо элемента 9 
дея 

полотавим & : 
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: я 2} з 

А #. 1) ао ти й КАР. 5 и’ВО. < 1 
Ни 

тя: д 2 д Ме р. ар, и’ =) ры ^ #7. 

причем проязволные #1: с, СР Л Й,.. 2) 5 

й & .. — _ д | я ео а. — 

и! дву. бе Н Иск. м, Я е,.т)]| равны 

ри а уравнения /5.Т/ и /5.3/ вовместно, можно по- 

луче ить третье уравнение, в котором отсутствует элемент © : 

А р" д д } $ # и р и'а я “2! {1 Еее ИЯ, «4 ТЕ В ад м 2 е | 
3 Ё и = $ | г, ч. } 

: а д А ии; Их # 4} МР} и} я — д 4/ 
ИЕ, Ире. е#; Де д Я #, и} а т ЗА Эа 

: р 

| А; м И И 2} мые Г д. # 

ПИКЕ... увоетА ПЕК. У. у вот {| 
т" й; Уи = 

Уравненне /5, 4/ в действительности, является тохдеством из-ва 

отсутствия переменных Ск) ‚ так как производная бункции 
д 

/\ по второму аргументу равна нулю. Продифференцируем тогдест- 

во /5.4/ по переменным (2.7 и СУМ 

Пу МЕ. , 1. рб... “Ле (У... в.в: = 

что противоречит условию необрамения в нуль производной функции 

А шю первому аргументу. Установленное противоречие доказыва- 

ет, что если и возмонно задание некоторой окрестности точки 

Сад, в. у деи на мнохестве «// уравнением 

/з.з9/, то оно при перестановке элементов А, { не мо тет 

переходить в уравнение /5.1/. 

° Приступим теперь к рассмотрению второго случая, когла при 

перестановке элементов А, { уравнение /3.39/ сохраняет свою 
>
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борму. наче говоря, мнохество ‚М — в окрестности сопрякенной 
А 

точки {2 2 д.6: „8, Иа да ,0: ‚.?:} задается уравнение 

    

д ” КИ. виа о..г) руб: ИЛИ. ох ыг- ИЕ, таро, 2 
К {: ЖА А у} ( ^ ет Е ВНЕ И тет ЕВ ВОЗ ЧНЕЗЕКОЗВЕЗНЕ РН == те + 

1 КР... до. в о еА-Ь 426, 2). (е.В0,.5Л 
; й / 

о .. | 
АМЕЛИ ИЕ, и, ВС. га (4 ‚В д.2 [ЕО НЫ 

№ = 

В силу эквовалентности уравнения /3.39/ и /5,5/ определяют не- 

Явно (7, 4) как одну и ту хе функцию переменной (6.>х/ . 

Сравнивая два зырахения для производной бункции (у, я’ но пе- 

ременной (.,*:) ,‚ получаем 

В 21: Ре НЕЕ. и, ув. 7) (Е. 3, Чуб т Их я 

ГЕ. и. у 9... АЕ 1: уд. ФА г г’ 1. у. Л (Кубе 
_ 

_ у _^ =0. /5.6/ 

Ди фуд. (руде ИР. фуд (Адве ТЯ 

Равенство /5.6/ очевидно, есть тождество по всем входящим в не- 

го переменным, Продибференцируем токдество /б.5/ по переменной 

(Ау ‚ произведя сокрачение на инохители, не обращающиеся в 

нуль ; 

рай „ие уе. т), САрби г =О, 

то есть бункция Д.И. Мубетль (бе т.7 , в действи- 

тельности, не зависит от переменной (А, 7’ › Поскольку равен- 

ство /5.65/ инварнантно относительно перестановки элементов © , 
# # 

и ; «‹ з, апалогично норно установить, что 

2 > а А. . д „. 7 - | г. Я г :. < д. р 7, 27 == п. 

ИЕ, потуги я О, Го =. уе. ти, 6, ри 0 
ИИ И: 
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изучим теперь, как ведет себя уравнение /3.39/ при переста- 

новке элементов в ‚, 6 . Переход к уравнению типа /3.43/ не- 
=” 

возмолен, так как приводит к противоречию, аналогичному тому, 

которое было выявлено прл сопоставлении уравнениях /3,39/ и /5,Г/. 

Вели хе уравнение /З.53/ сохраняет свою фору, то бункция 
Е 28. т а. 7 
ДЕ. ‚Худ. И.Е, 7 ети _‚ например, не полна зависеть 

5 

такое и от переменной (:,08/ . Расематривая последоврательно 

перестановка в уравнении /3.33/ элемента 2 с кахлим из элемен- 

} 5" а я-а за 
ТО Ду леь необхолило получаех : 

й з 

^ 
= в г, # } 

ДЕ, й. (тб. ео. (е.уо т ео ран, &, Хуо. ий 

#. С „ Е Га ; ге о зай у г - 

ИЕ. оне; ка о = о бане ауетЫ © РИ 
ий а — | 

р „Я $ #. г ;} . 238 а \» Сеат уеьти = ру ФН )} 

хе = : = } ; = / = 1 не причем разности тор, Мат, а Тв являются отлич- 

ными оф нуля аналитическими функциями. Аналогичный результат 2л0- 

хет быть получен и при рассмотрении перестановок в уравнении 
— 

) /3.33/ элемента ® с кажции из элементов {.6- 9 
начает, что в виранениях /5.7/ пля функций (› вместо % моно 
понставать А. 

Перепишем уравнение /3.39/, используя выражения /5,.7/: 

7х 

ГА. о чу АИ р те 
  

{ ; Г, Ех 7 © 

ре убудет 

  

д 

ще РАО ика! ь НА зы Я жар д - Я)! = р ГАЕК? ы (АР Са, Зуд, убетИ=0, 5,В/ 

 



` “у
 

| 

зы ТТ 

Поскольку АО, РИ, ‚. 19, Худ /@ ,‚ уравнение /5.3/ 

может быть опнозначно разрешено относительно (с.%/ .„ Запиеав 

уравнение /5.5/ пля кортеха 4(/. А: 2), 93, Ха: бан 

тде 2 ® (1.1, хе и ‚} ‚ получаем такое параметрическое 
; 

прелставление ПБункции г Дел Ах Я, — К: 

и,» >, ур а 

(6,06) =/ Пе вор ле ТЫ аа, Г в а, лу. 3,9 

в котором независимие параметры залаются открытыми отображени- 
= Ир > р Ая, ; 25 {> с: 

ями Яя узо. т! 1-2 я ОЕ, РИ: О) . К . 

й
 

р 

Замечаем, что параметры (у. А, #, ..:,*/ входят в прецетавле- 
ние /5.2/ песуществениым образом, Как и в случае /4.3/, легко 

мух 

показать, что отобрашение ИЕ 6»: СР, — 9 не 

может быть отерытым для недиагонального кортена < баба ет = 
и ма. 7? 7-1 

е { РТ (11! ‚ в противоречие е условием А, ото противоречие по- 

казызает, что невозыогно таке и сохранение формы уравнения 

/3.33/ при перестановке элементов И ‚ { › то есть, в дейст- 

вительности, мнохество и в некоторой окрестности точки 
и Ж : к м, | 
(Кн 1, у: 01...71) не может быть задано уравнением 

ый в 5-х ® 

Таким образом, в некоторой окрестности казлой точки и , 

соответствующей непиагональному кортеху из / 6х7 5 ‚ив 

случае эй * 3 мнокество " мохет быть задано только 

уравнением /3.453/. Зто означает, в частности, что при переста- 

позке элементов А ‚ д Уравнение /3.48/, сохраняя свою борму, 

рр „ уравнение /5.1/. В силу эквивалентности, уравнения 

2,43/ п /5.1/ определяют неявно, например, (/’Х/ как олну и 

ту же бу кцию переменной ( бе, , Пайцем из неявных заданий 

/3.45/ а /5.1/ ява вырахения пля производной пункции (у. 

по переменной (‘.“/ и сравним их :



м 
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1. ст Ам аыАт. АРРА “7 
> Ди г Хо РЕ РУСН-ИА г,вуе Е 1” "я . 2 > | 

РЕЙХ — в 20 /5.10/ 
Ч А | ПР = АЙ д а }.Д РЕЙ виб;| 

йе РГУ ДНЕ. РУТА 97 
д! Г 

где в целях сокращения запаси внутри данного параграха опудены 

‘иеподвисные"” элементы, следуюдие за элементами Ёно .в 

конечных результатах опусенные элементы будут восстановлены. 

Равенство /5.Ш/ веполняется тохдественно лз-за отсутствия 

  

перезенной (А,%“/ и представляет собой бункниональзо 

&-
 

пиальное уравненне пля и. . Зайиксируем в уравнении /5.то 

г; ее # р А 2} значения росх перепенних, кроме (ЕЁ. пу.) : 

А га г = ‹ О Я: .. 
Пе уд = И КУН у, В 

причех пи один из сомнохителей ь нуль не обращается. Заметим, 

что пз нервого столбца опрепелителя /3.43/ можно вынести обгий 

#; #н и} 
инозитель А, # (9 = ‚ а из второго столбца - чнокитель 

3
 

Перу О. . Поэтому удобно провести переонрецеленяе бунк- 

ции /! , чтобы исключить ненулевой мнохитель И.С учетом 

спеланного замечания для функции и. после интегря- 

ротания соотночения /5.ТТ/ но переменной (/.*) получаем сле- 

дуклее кнрадение : 

ДКС. уд = ИРИ ВЕСИ СИС ур, у. БИ 

Чтобы найти аналитические функции А, 8.0 ‚ подетавим но- 

лученное выражение /5.1=/ в исходное уравнение /5.Т0/ 

  

  
 



у 
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Ре. р Е #{ Е а М бе. 
ий и _ , 

го з /5.ТА/ 

# * х,7 яз | 7 а 5.7 „7 в и 
АА; ие -Са(елубй И ув -С. рб 

0/ 

к" Ге р т „$ Я ; “} 

где коэбоициент Я. т =@ и введено обозначение 

Се. ву ‚д = АКАЕ # Вуд. т) = вот 5ё. 

В равенстве /5,ГА/ ереставим местами числитель и знамена- 

тель в правой и левой частях и раскроем его полностью, подстав- 

5 а А ляя вырахение /5.12/ для Функции / : 

  

`/) ТА УК р про, нА 2 
ЯАСФаал + (ОНР. ВУ СИС: 2.85 ИВИС. УИ = 

ей: и и Р м 

Я и 6! с. +. (ув О -С ЕЕ ИР 6.7 

и. о 85 
== ры 7 = 

5, ЗРИЗЕЁ и, фт „ ® А { 1 

ОЕ, у ОПРОС Р. рб 
р я = 

Из равенства /э.15/, чиксируя дополнительно значение переменной 

(:,6.1 , получаем связь . 

^ 22 НР =. 2 г - г хе Е 9 
ИЕ герое ду Те, 0 СВР = 

И к..
. 

У
 

о
 

—
 

г
 

5
 5.
 

—
—
 х я > ка
 

т
 з У 

[ р
 

О
 

<
 с ыы
 

—.
 =
 — кт
 < с
 © ыы
 

``
 

сл
 

$ = с
 

\ 

<
 

‘Зоспользуемся связью /5.16/ для некоторых преобразований 

выражения /5.12/ : 

№ 72 гв ия = р не . 
и! [ уе = С, б.руб = ВИ. #. у4.1 * 

Ев Суб» АОИ Ору ВИ 
Введем для сокращения записи обозначение 

  
     



Е: е ве Е Е ", ие „Яу $.) + 

/5,18/ А Г, дом + НК 

и тогда 

р тг: .} и УР вубы. /5.17/ 2} “-; . Я 

ДИЕЕ, руб = ое Вуд + Ве, 
я 

е /5.17'/ тля бункции / в уравнение ТТ 
ЪЪЕА полставим вирах. 

19.1 # | 

: я к" = . я к 

ПАК ВУИ Е Публ 
йе ^^ = 2 

Ни 

  

  

Зи а Г? 

о КЕЙН Ке, УВ - 
Г сапы} и “ Я 
25: Р, 

ИР — — ии 

ее Ру | 6: ГА. "у 57 - д" "ИК КЕ Ву в, у52 

нцируе:: равенство /5.13/ по переменной (ур) и 
и 

в результате переставим местами числетель и знаменатель : 

ГИ ал ПУ в Е р д ат 
Кб увон/ ВИКО, ВОН - ГИК ув НИЕ 2,892) 

У ВДАЕ А -РКАЕ, 197 ИЗ, $7 Св   

з ^^.
 

$ 

5
 
т
 

©
 

к:
 

У >
 

\“
 

НАХ, 6 * р РАО ОЕ 

9947 / ВИЕЕ, УЗИ 

зультат /5.20/ по переменной ((,8) : 

РАДИ ад #74 

м ре ‚роди еренцируе 

  
АА ГАНЕВЯ ВОЛЕ, ур бр’) 

= т ри 5,7} Пре убй ПДА, ВВ - ИСКЕ РАТИО 

- = 2. оне И АИ р 607 2 

 



-з, - 

откуца легко получаем 

ГР раб Га, И, : 5; 5,2 = Я К #, { ВО: 1; Вбр Ион вой . Оз 

Ди беренцируя далее равенство /5.21/ по переменной СА, 471. И 

производя сокрачение на множитель кА УСТ ЕО + получа- 

а ем 
г о ан = 4. а аа КИВИ и ссд ТИВ) Рас.) 

. * хз ИЯ: = — 

кк = а — = ВЕ ий 9, /5.88/ рас = вне, в 97. 
Я . 

Реруй “- А Ну” е 

откуда после ин зтегрирования по переменной { ё, 2 ‚ напр ямер 5 

о
 Е
 

  
  

з
э
 получаем связь мехлу функциями ИЕР 29/7] и ВИ ‚28 ‚/ 

ИЕ м 
1 

о
 

5%
 

№
 

= т
и
 

и
 

#} 

>
 =
 “ С
 

“5
. 

ее
 

3
 

9.
 =
 

м я 3х
 

<.
 

^^
 +
 

>.
 

>
,
 

а
 

“».
. а, ЗА
 

—
 ®
 с.
 

№ ``
} 

с 5 м
 в — 

В бормуле /5.23/ вместо ( моно подставлять элехенты дз 

@ 
. & ‚а вместо В элементы Хх,’ ,‚ так как исходное равенство 

/5.19/ январиантно относительно перестановок этих элементов, По- 
я ум > г и ; Х . 

скольку Яд: ГР. в 201% 0 ‚ коэфуициент ви Е, 8027 и слага- 

©
 - 

га 

емое Ле РО 7 
7 #7 . 5 == } же м 

при некоторых значениях переменных (#.. 2. В7..°/ коэббициент 

являются аналитическими функциями. Нели 

йл. ° 

ве, 6 обращается в нуль, то при этом слагаемое 
и” 

ЕЕ * = ИЕ, Р.А 67 долхно быть отличным от нуля, так как анали- 
я 

тическая Функция вх Ее, 2^/ не имеет особенностей и 

ИР `#, 257 # @ 

Равенство /5.=0/ пр дифререннируем по переменной (2, р И 

упростим результат, используя связь /б.22/ мехлу производными : 

ГИВКе РО И ВИАубЙ = 
г г : я =" = : “а: ай ЧЁ я И И Ри м М.А и 

1 Иаие АОИ ВИЕЙ - ВПЕДОШ РГИЯЕ, ДАВЯ[а 

7%
 

= > 

   



99 ’ ° 5.24 1 / 

Раскроем полностью результат /5.24/, подставив в него обозначе- 

ние /5.18/ и связь /5.25/: 

р ТЕРР,Е. са Е х Я Ут ТВИРаОЛНЕКе. ВОН НИЕ, В ьсе, ‚в 927$ 
х 

Ана #4 . 
р и Я 

к к ОЕ. у: И ву ТИПА. 0 

ГАРРИ АЛЬЕ Е - к ГР еб у у бт ГЕРОИ НЕНЕ, САЙ Не 8 Я 
Е й} 

ИЕ ЫчЕЕА, д. ВАУбИ-ИДА беоне вувД, /5.25/ 

Боли равенство /5.25/ продийференцировать по переменной 

(&.у) , учитывая, что еее, 197 +0 ‚ то получим связь: чт 2 # 

Я > ©. ИЕ 

Р-Я ВЕ. ‚и УЗЛЕ, й), (2.2 Уд = 7 1 "$ У
 

«ОРВИ, р ОА ое руай * ВИО АНИ, ВАС, ‚8 7. /5.26/ 

Связь /5.26/ выполняется такхе и в случае перестановки элемен- 

т0в В, ›в чем можно убедиться, дифференцируя ‘равенств 

/5.25/ по переменной (4,8) | 

Из установленной связи /5.26/ вытекает следующий вывод. 

и Пусть коэбфициент ви 6.85. 8/7 при некоторых значениях перемен- 

ных (2... 2.2 6..7) ‚ входящих в него, обращается в нуль. Тогда 

связь /5.26/ приводит к соотношению 

= 7 

ей Ру ВИК, 6), (Р.Р ОА, 20, 

< сх . г =“ — . 

Выше, опнако, было отмечено, что при ИС ‚20/7 = О функция 
ту Хх г. 2 #!: СА, во в нуль не обращается, и потому коэффициент 

> 21 @. 782] долвен бить равен нулю. Верно также и обратное ут- 
27: =“ - = Я м К. 

верхдение, что при #/ #, 72 = коэфбициент $ и ё. 86.



5 
#4. 

обращается в нуль, Таким образом, коэбюициентиы 66.67 и 

еб либо одновременно равны нулю, либо одновременно от- 

личны от нуля. Поскольку эти коэффициенты есть аналитические 

функции, обращение их в нуль в окрестности опрецеления модет 

быть либо тохдественным, либо на множестве нулевой меры. Во вто- 

ром случае всегда мохно выбрать такую подокрестность, в которой 

коэфуициенти 8 Хх г, ‚Ё 97 и ве 78 всюду отличны от нуля. 

В соответствии с этим обстоятельством, мойно отдельно рассмат- 

рирать такие пва случая : 

т. виёде = 0, 96. ув =0, | Иб.27/ 

та # 

=. Фе. вв УЁО, в #. УОИЕО. /5.28/ 

Поскольку условие /5.27/ выполняется тондественно или всюду в 

окрестности имеет место условие /5.28/, никаких пополнительных” 

ограничений и связей на переменные условия /5.27/ а /5.28/ не 

порождают. 

воли р /5.26/ подставить в исходное равенство 

/5.25/, то легко. устанавливаем еще одну дополнительную связь 

‘у
 

й =16еро ПЕК. 9, ‚уво РД, б РО 2. урб д} х 

<. 
я 

2 иг я г ры, фа, я 
кубе, 9 ЕКА. 9. (Е, ‚Ауд -АДА, 0. ‘уе вубй . /5ь 29 

третью связь, необходимую пля дальнейших рассукдений, мохно 

получить из равенства /5.20/. Прецварительно заметим, что зна- 

менатель правой части этого равенства не зависит от переменной 

(К, ), в че» легко убедиться, воспользовавшись выражениями 

/5.18/ и /5.23/. Пропиберенцируем равенство /5.20/ по перемен- 

НОЕ (А.А) с учетом только что сделанного замечания :



    

  

ыы = 5. г = - = Ей с, и „ & . © 

ВИК, ПОПЕ увбТ ВАС. ВВИ - ВИА ув =“ Ё 7 г/ я # С 

г.в . — РРР | 7 и 261 В ПИР ай 

еб. уОн ПО уве, В А 

я - тотан я т жений /5.18/ н о или после подстановки выражений /5. и /5.28 

А а , р ира, * - не в 72 

_ ГАРРИ РАНЕЕ А, РЬ КИР би кн х) КОЛОНИИ @. { б+ЕД А, Але 4 19: НА. Роке РОЙ = СБ 

Результат /5.30/ моно значительно упростить, если дополнитель- 

но воспользоваться связью /5,26/ : 

д —_ , 

А А} ИИС, дл #7 #81 Хх 

‚ГР и и. <, Ая, $2 

КОИ ОТЕК уро - НЕ ВИОвувб О. 5 

Полученная связь /5.3ЗТ/ справедлива, разумеется, и при перестав- 

ленных элементах # $ й + 
Ве . г р г. 

Занишем выражение для функции И‘, АУ] , используя 

бормулу /5.17/ и связь /5.23/ между И и ; 

1 ГЕ) 2 2 7? : я т 2 ‹ = = Я ш СИС. Ва -= # # ие - Ша Ре“ 

Сева ЕИИЕ в, ГИ д уд ЕЙ Вуб 
# / Я м 

+ ‚  /5.38/ 
гм = г, . Е . Е а , . = 

ВЕ, УЗЛЕ г, уе“ = Г, #2, ул] 
{ 2. м . 

57 ° г” ЕР у, р 

причем меху бункциями &,/“, 9, 9 ‚ входящими в выражение 

/5.32/, имеются связи, задаваемые соотношениями /б.26/, /5.29/, 

/5.ЗтТИ. 

цак бнло уже отмечено, связь /5.26/ приводит к четкому выде- 
лению цвух случаев /5.27/ п /5.28/. Расммотрим сначала первый



из этих случаев . 

мы д в , = 53 
Та ий Се. ре 247 = о < В, = О. /5.27/ 

7% 
шение 

Связь /5.26/ превращается при этом в тождество (ЕС ‚а две 

прутне связн /5.29/ и /5.З1/И принимают более простой вид: 

2 д из =. . & _ 

ОКРруОП ОЙ во =1, /5.33/ 
в .* 2 в ‚ а и 2 м» у © и = $ = и 

ЖЕЛАНИЕ. ОС 87 НПА, дед = о. /5.з4/ 

Подставим условия /5.27/ и связь /5.34/ в равенство /5.20/ : 

и) ^ * | Ге, = з 72 # : я . $. - = 

ЕСЕНЕ ПебЕуо)- 9е уро ПР: ОН ево] =0. /5.35/ 

В полученное соотношение поиставим вырахение /5.18/, имея в ви- 
ое ь ду связь /5.33/ : 

ОДЕН. (ФРубИ-ОЛЕрабИЕС ВС уд Ни, веб =0. /5.36/ ый 

В соотношения /5.34/ зафиксируем значение переменных 

Аб в (89, 
м: ® Хх. < ви # я № х = и. #7 2 я 

Я иорсе да = идее. ЗА! 4, м, 5.37 

= - . #/ 2_, 
причем из свойств бункции /’ при 6=0О следует, что 
и ми р ь 
ШТО , "0 , фиксируя далее в равенстве /5.36/ значе- 

ния перешенных (А; б.. ‚ Устанавливаем свойство бункции 
© 

Ее, 91, С. 272” — по перестановкам олементов 2, у : 
я 

ЯР. {2947 Ее 6. Суре Е 

и 

м ЕД Е, А ё и 0/7 ^ г © 2, Я 9:7 и: ИЕ 2, в 75 о 8 
=: 

Для функции ИЕ ‚1827 в рассматриваемом случае /5.27/, 

согласно ор муле /5.38/ и равенству /5.37/, мозно выпноать сле- 

= И 2. у5] = С. и, ву9л ИЕ руна еудй,  /5.39/



где лля сокращения записи введено новое обозначение 

и гал в “= й оз д 5} 

АЁСВ. Вудя = ДИЕв 0 + 

и на „. ; 1 21, и х- й . 

+ ее Ё» РИ г.) аи “и ОВ. ВУЗА На едл . /5.40/ р ”) 

пепользуя перестановочное свойство /5.38/, легко установить, что 
ПР рад: ! чар № х . 

Функция Ив ‚788 с переставленннми элементами В. сэ 
# м 2. ь ‚©. т р 

зана с Функциен ДЕ, вуб без переставленных элементов. 
ы К # 

Я ‚ у слелующим образом : р 

АХ вл =, ур] + #12 6 #4} во: 

г ° . г? * жа г > г. 

ОР я} 07 АЕ, ва + С АОН о А. Да 

Подотавим вырахения /5,39/ и /5.АТ/ для функция д в 

уравнения /3.43/ п /5.1/, произведя некоторые простые преобра- 

зования : 

Асус АНЕе, ву 1 | 
| | 

1 

1 ы 2.1 Я Гир Ел _ долг АВ у0! ПР. Ре 4 аа /5.42/ 

— ИРА 
КЕЙ АНА, ВУОл! 4 | А (КЁ, Зуд ПЕРОРЯ о а + 

А} 2 т Г Е | Абебчебр ПР {| 
} 

‹ | 
м о г и 7 } 

Нова ве ПДВ. ВУЗН {4 | =0. /5.48/ 

| дл а Чи Е | Ле, 86  ДПИбВУЙ 1 
и да 

1 

| заметим, что уравнения /5.42/ и /5.43/ обладают всеми сройства- 

— мш исходных уравнений /3,43/ и /5.1/, так как при получении 

первых производилось сокращение на ненулевыа мнохители. Адлитив-



ные слагаемые в первых двух столбцах исчезали в линейной комби- 

нации со столбцом из единиц. Из вырахений /5.35/ п /5.40/ следу- 
и 

ет, что в рассматриваемом случае /5.27/ бункции А ЕЛ не 

КТ ыы от нуля произволнне по нервыим двум аргугентам, на- 

_ пример, Ян, К в. Ву же . 

В определителях /5.48/ и /5.48/ совпалают ‘вторые и третьи 

столбци. дичтем левую часть уравнения /5.43/ из соответствующей 

части уравнения /5.42/ : 

} : Е г } в а 55 { 

ГАИ в’ АЕ ву 4 

=> и : Ты 

| А19 - ПК ое. ИО, Вул о 4, 

АПРА ЛКЕВАЕЯ ДК, ВУЯ с
ы
,
 

Из обозначения /5.40/ слепует, что первый столбец определителя 

/5»4А/ не содерхат перемен ых (:/ ,/} „ то есть соотношение 

/5.4А/ долно выполняться тождественно по каждой переменной, вхо- 

дяшей в него. 

Продхбберенцируем тохдество /5.А4А/ по переменным, (‹ ‚8? п 

(/'{ › подетавляя выражение /5.40/ пля функцил я и исполь- 

зуя перестановочное свойство /б.33/ коэйбициента © : 

о = . хх. 
Об, увдл =-@Й 6 ОС. 40. 

Фиксируя значения переменных (#..3,*/ , находим выражение для 

коофтициента 24 2047 : 

гз = г. и" т. “„ д.6. Обр = - Пу О ИВО. /5.АБ/ 

Тождество /5.44/ теперь продибзерениируем только по перемен- 

ной (АЛ; 

 



-
ы
 

| | 
Г | 
Аб 5-ПЕубарвЯ Аб дубН 150 15.467 
| 

| ВД Кб уеН ЛЕК, ав АКК, вуол { 

Умнохим второй столбец определителя /5.46/ на коэббпциент СА 

РИ в. « ол ‚ прибавим его к первому и раскроем определитель : 

о ты 
= 

а С 

бл -ЛЁ (ие 80] + О ера 98 И 7.29} = 0. /5.47/ 

3 результат /5.47/ подставым внрахение /5.40/ для функции и 

“4 ыы
 и воспользуемся связью 

РИО Ку = ОПФ 40 /@ ее. 28, 

вытекаклей из представлени 15.В57 + 

Е 

д РЕД), ку б-р, д Св + 

ОИ 0й Кр РАЗА в) 4.0й=0. /5.48/ 25 

„” 

В полученном соотношении забиксируем значение переменных (&,0.. т) 

=. я (б.у) э 

уе № А м : а : и р } 
2. (7 О.С, о-Е. и, (ев бр х Ее, 6/7. /5.48/ 

Боспользуемся результатом /5.49/, чтобы представить функцию 

/5.40/ в следующем вице : 

ги 

А и = 

За рай и Ари Я ии р у 219, ИИ © 29 Иа Ра, -б.Д ву ИЕ ОИ (и @, 0 + р 

Я #



ц 
я 

+ Е, [1,6/.(6, 201] - - Ее. Ее й а ие, во. 

. вели ввести дополнительно обозначение 

ПиСВ.АФЯ = 
и ” 

> . с - ря, < гея = г е ОИР ВОИ Фр (2. ЗИ Е, Е, 9, ‚се, во, /5.50/ 
” 

рай 

то пля Сун ил И получает 

ии д #, 

АКЕР, ву 94 = 

Иер -Пее уд + ИРУ 916,86. /5-5Т/ 

из обозначения /5.,50/ слепует, что производная бункции Г по 

первому аргументу не обратается в нуль. 

>
 

Подставим выражение /5.51/ пля функции /} в уравнение 

/5.42/, произведя сокрещения в первом и втором столбцах на не- 

нулевой мнохитель 1/0, и переходя к определитело четвертого 

порядка 

Пьет ПИРА левьтя РЕ. хд. 9 4 
НЫ р" И РЯ рес ИЕ гр. в 627 + 

- “ У 

Иер. и, 46, бр ва ПО дье 1 и г Пури в НЕ} ра: Е я 

. =0. /5.58/ 

ПА, и. Прив дети ПКЕ. 79-1 1 

    2 о 1 1 0 

3 исхоцном определителе /5.48/ были отличны от нуля все ми- 

воры второго порядка, содергацие столбец из единиц. В построен- 

ном опрепелителе /5.52/ этс приводит к необращению в нуль любого 

минора третьего порядка, окаймленного столбцом из еланиц справа 

и строкой из единиц сБизу. Поскольку, например,



ПТИ *9 о, производная левой части уравне- 

ния /5.52/ о переменной ‹.,5) отлична от нуля. используя 

дополнительно уравненне /Т,8/ легко проверить, что любая пер- 

вая производная левой части уравнения /5.58/ не равна нулю. То 

есть уравнение /5.52/ моно однозначно разрешить относительно 

любого аргумента. 

Перейдем теперь к рассмотрению второго более простого слу- 

чая. 

гм 

8 т
 Вед. О, И убиво /5.28/ 

Соотношение /5.26/ тогда мовно переписать в несколько иной 

порме : 

Ев, 9. ирЯ = ево) ве. 8 т 

= И С, д 7 ил ия з и и, був вус а - /5. 58 / 

Запотим, что соотновения /5.29/ и /5.ЗТ/И в рассматриваемом слу- 

чае /5,28/ являются только следствиями соотношения /б.55/. 

`Вырадение /5.32/ для функции / при выполнении овязи /5.58/ 

заппензвается следующим образом : 

} 5 г -; . д } е - 

СВАО = С.И ВУЗЯ + # - Я "И р 
и чу д“ 

ТР; 2: т в 2 ей 
# а ; # де А , 

Ее Г #2 Деев Яру 
РА 

+ , /5.54/ 
реф и ГИе, ивЯ 8 аи И ие 8 

  

если вести обозначение 

ки г-. и, + я = ий ий 

А 2. 124 = ИЕ РО ЕКЕрСЛ, 
# эй" и 

Заметим, что производная бункции по первому аргументу, как



это следует из взеденного обозначения, отлаячна от нуля. кроме 

того, =, 

Подотавим функцию /5.5/ в уравнение /З.43/, произведя не- 

которые простне преобразования : 

гп < ореола ля м-р 9. ля 
Неер. 40. 27 ТТ! 27.9, 89. 1 1 иг Я.И 

” Я Я ] 

РА ИК овИ ТА вби ТИС |=оО 3.98 # (167. иене | Пуфуе орон < р гуетреек | том /5.55/ 
у“ ии # ый 

, 
| 
} 

РИА Иод. Т.е. ТКЕВь. бе] У У Трььрветй ТИК 

гле, такхе как и в уравнении /5.52/, восстановлены все "ненол- 

винные" элементы, которые были опущены в данном параграфе в пе- 

лях сокращения записи. В опрецелителе /3.43/ отличны от нуля 

все мианоры эторого порядка, содержащие столбец из единиц. Соот- 

ветственно в определителе /5.55/ все минорны второго порянка не 

обращаются в нуль. Носкольку такие 770 , то есть маноры 

первого порязка отличны от нуля, можно сказать, что в определите- 

ле /5.55/ миноры всех порядков, кроме третьего, в нуль не обра- 

шаются. 

о И - для 6114 е Ру. И, О и /5.55/ пля 

вх 'Е) у. ТИ являются сле дствием эквивалентности 

уравнений /3.43/ и /5.1/. Воли = из , то мнохество и" 

в окрестности любой точки, соответствуцей недиагональному кор- 
= = 8 

телу из 7/6. г« 78) может быть задано либо уравнением /5.58/, 

кола = , либо уравнением /5.55/, кола 620. по- 

скольку для /7 = М = 8  козёбициент # преврацается в кон- 

станту, то для всех точек с и „ соответствующих неднагонале- 

ным кортехам из ГР кб) либо 8=0 ‚ либо ё о . 

и 
= >. У

 Несколько иная ситуапия возникает в случае #7? ‚ КО- 

торни будет подробно рассмотрен в следующем параграфе, Там будет



- зе = 

показано, что для #7 4 ‚ в действительности, уравнение 

/5.58/ ие может задавать мнодество „М в окрестности точек, 

соответствующих нелнагональным кортехам из. ЙЕ,/’х76,;’, так как 

при нерестановке, например, элементов А ›‚ & знявляются про- 

тиворечия с исходными условиями. 

Запинем уравнения /5.52/ и /5.55/ для и=и=З ; 

Пай ГИЯ ПЕ СЕ | 
| 

| ое ПИН ПУ 1 | 

'=0 /5.56/ 
ПЕкар ПИК Пе 1. 

| 
| 

| 

г. . 7 5 . 

КРКСяЯ Пер ГЕСуЯ | 

ор, а г. ее | . 

{ } }: м 1 ? ОЕ Г = 

ГРУЗ Та ТН о, /5.57/ 
: 

: 
мм 

| ! [КЗ ТЕК. ВЯ | РКК } 

ТЕ Ее 

тле //(/ нп ГУ орылитечеокое функции одной переменной, 

определенные и имеющие отлячные от нуля производные в некоторой 

окрестности кахлой точки, задаваемой значениямя бункции 

о: 775,х 76,2 А 

Запишем г уравнения /5.56/ и /5.57/ для кортела < су: А. х >, 

те ся ес .), ео С, ‚и разрешя их относительно (С, &) 8 

Я 

ввеня удобным образом параметры ЖЕ, Е.Е х р 2 : 

на Ил =? 
и) = (бы * ГЕ += & <

 

/5.58/ 

Е“ : 98 в 2 ° 
о ВА и 8. 2 

бей = (Ис бы бы, 25.597 

. ОИ . Ги} . ы Введенная функция Я”(Ё/ опрецолена в некоторой окрестности



“у 2 Е ве У # = ГРА] а р РИ 
точки (5..9.1 8 К , гле либо “(2/7 =/Й ЕЛ , либо У(/ЕРЛ Я), 

<
 

м 

© 
{ 

Поскольку (1/7 пункция “2” имеет обратную ( ‹ 
— ке г,) вынес, ) Бели теперь предполонить, что ©,/.^ © “2/ , НЯ © ©) 

= 
8 

то используя параметрические представления /5. 58/ ий /5.59/ пля 

а: бункция чех 2.1 > Ю , находим, что мнолество значе- 
СЯ „9 - & 

7” д” и 7} р ; = 

ний бункции А’: С монет быть задано ли- 

бо уравнением 

+
 

УК ЧРИ 

рая Я КУРЕ ЖЕ И: ЕЕ я 

Фоки бра Чу + 
| и 5 /5.80/ = ® =, 
ре И ‚ : 
кк УИКРЙ ШЕИ 

„
е
р
е
т
и
к
о
в
 
п
е
ч
н
о
е
 

  1 4 1 0 

либо 

Гейсял Деви Убоуи | 

Г 
Гери Я | =0, /5.61/ 

- 
Е а Г | 

РЕ, 1 фИквЬ Ку | 

соответственно, Результаты /5,.58/, /5.60/ и /5.59/, /5.61/ вос- 

тавляют часть случая с/ локазнваемой теоремы для ==.



$ @, Продолжение: г >. 4 

3 предылушем параграфе было показано, что уравнения /5.52/ 

и /5.55/ являются следствием эквивалентности уравнений /3.43/ н 

/5.1/. Это означало, что мнодество и в некоторой окрестнос- 

ти казлой точкн, соответствующей недиагональному кортеху из 
‚ #3 те #7? 

у: 216, 76, ,‚лля 02» 3 задаетея, вообще говоря, либо п
а
в
 

уравнением /5.52/, либо - /5.55/. Но ниже будет показано, что 

при переходе к рассматриваемому в данном параграбе случаю, ког- 

ла 2 ‚ остается золько уравнение /5.55/. Предполохим, 

например, что в некоторой окрестности точки < с: НК, 6: р. 

Ва у: о... Е ®”"  цнолеетво «И задается уравнением 

/5.52/ ‚ Чри перестановке элементов А , # это уравнение 

мохет сохранить свою порму, но модет и изменить ее, Иначе гово- 

ря, в соответствующей окрестности канонически сопряденной точки 

.* + и? е с = ` х \ => ! г Се: К, {:..97, 4:81 ИЕ. 744 мнолество У” мохет ва- г : 

давться одины из уравнений /б5.52/ в /5.55/, 

Рассмотрим сначала случай, когла при перестановие элементов 

К , Е уравнение /5.58/ сохраняет свою борму : 

ПСК}... 40. Я ПИ 5..9, 86. #1 ПКУ 4} 
. у з у 

сх“ РУКА Г ‚ „ Ех } ИЕ * " 7 Поку. одет ПАУ. вби ПЕ. 9, уд. 1 о 

ПЕ Пер. ПА... убь] 1 

. | 
: 

1. { | 1 о! 

И
 
О
 

3 силу эквивалентности уравнения /5.52/ и /6.1/ определяют неяв- 

но {‹ ‚В? как одну и ту хе бункцию переменной (‹.х) . Пэй- 

дем нз неявных заданий /5.52/ и /6.Т/ два выражения для произ-



\\ 

1 «о
 

ел
 

} 

водной Функции (с ‚Я ) шо перешенной (6.5) и сравним их : 

  

— 2. и. Г УЕ г А Ре и. (9.7 А Чу) } бан #; 7! НЕХ, с 27 

ИЕ 22 ° ри = . \ . 
КА) я = ©, И/б.в/ 

ре и 

ИР се.) ОАК вар ПИ 21.91) 

пе’ Для сокрачениня записи опущены "неподвикные" элементы, сле-- 

луюие за Г и 0 и яспользован оператор альтернирования ^ . 

‚Полученное равенство есть тохдество по всем входящим в него пе- 
сем р К 

ременным. 

Пролиберенциоруем тохдество /б,а/ по переменной (у „Я и 

© 
переставим в результате местама числитель и знаценатель . 

  

2” ПА мы &.1 я "р а г ^ Пса Сер 0 С Пе. 
Же) =О0. №, 

А Г, ЕЕ ай И, ее 0: гру 9 

  

> р ы $ Г? = 

А И 
1 6 № &4 ть о . 8.А/ 

И: еб Ир @Е, 86] | (т. РИ > 

В соотнолении /б.4/ забиксируем значения всех переменных, 

кроме (С. мо 1 

и Ее пиВИ = Ис, Е. г, АО Ве 6, ОЙ, 

откуда после интегрирования по переменной (‹.х/” получаем вн- 
р г} 

ражение пля функции // : 

 



Гб роя = ИИ с; А 
бля ид: ск Я.0 СИЕ. 0А, (У. 94 - /6.5/ 

заметим, что в соответствии с ввеленнным обозначение, 

ви . Е}. 9 я @ 

теперь равенство /5.3/ по переменной 

—® о. = 
#2 , Аа и 0:7 и 

РГ (у, 5% + Зе {/ 

Пролиеренцируем = 

г 
ь 

2 Е 
=“ . > ® < з -# д? ® 

- 

  

°; 
7 [ЕЕК ее ВЕТ, /# 

и е/ $ г а и | = з Ф.О 

г а ‚ “= У Го А Е # а Ее :ф Я Е Р.Е бд 

акр Гри ку, в ол 
я и ы 

я + р о АИГ ‘ , р 3 

то С./.А. @ 6 #4,). 4... УЕ), 
= 1 

шоли нихе предполагать, 

то такле булут иметь место уравнения /5.58/, /5.1:/ п их следст- 

вне /6.6/, Но в таком случае можно выражение /5.5/ пля бункции хе а 

г : 

Й  подетавить в равенство /б.6/ : 

УЛ. 16-7/ и Ар иДЕ $7 7 РАТЬ 7 РО. СЕ ИЗ СКРИН ув 
= 

тк 7 итд 
и. их ЕО. СА ии & { КИН Я з 7 й | `. и 

= 
\ абпксируем в результате /б.7/ значения переменных (@.0. с) 

>
 

о НИИ Е ПАХ ДБ, с в; у. у! = С 7:4 бий м, УД я 
ти 

ЕЕ ВИУКХ, ИКИ, 9И ь /5.в/ 

г .. = " и и\ 7 } до — Е 5 р 1. > й : р И РС а р 

где АИ. НИ Аб: ет биз „ Подетавим вырахе- 

не /5.3/ для пронзволной в равенство /6.7/: 

 



РЕ К: и ГА, г. 5,1 ВАУ. 6 0/В, д у.68 - ВИ ый МОУ, = 

= В, р ФОНЕ. _ 6.9 
Забякелруем снова в равенстве /6.3/ значения переменных (6.5..7), 

беря те хе значения, что и в первом случае при получении соотно-. 

шения /5.3/. При этом левая часть равенства /б.Э/ обратается в 

нуль и, следовательно, 

В.И, ВВ ВВ А ВИ [ (6.5... гена 7 # 

что противоречит условию необращения в нуль аналитических пунк- 

ций © В ‚ . Полученное противоречие показывает, что при 

перестановке элементов А ‚ @ уравнение /5.52/ не модет сох- 

ранять своей пориы. о 

Рассмотрим теперь второй случай, когла при перестановке эле- 

‚ ментов А. , @ уравнение /5.52/ изменяет свою борму. То есть 

В соответствующей окрестности сопряженной точки мнохество м 

задается уравнением 

” РЕГ в Ра г 5 } 2 ; ЗА | . ь 
РЕК: К. ИА О.Л 7 Е: А, М. ? ЕК, уб ги : ГР Еее, ии 
| роту 2 7 : А к х : тт , + | а Да. 9.9 Я РНК, чвети [| Зуб |= ") |’ Г) ь хо Ри Ну . ра `“ ГИК, у. у, 71 с /6.10/ 

2% 

| и / "ртр, < т ЕР © ; ^ Е #2 ® > я # | 

Грек, бес ГЕО веси То убеты | 
° и # 

В силу эквивалентности уравнения /5.58/ и /6.10/ определяют 1 не- 

явно (с ‚82 как одну и ту ке бункцию переменной (+.=/ , 

Сравнивая два внракения для производной функции (с ‚@ по не- 

ременной (г,„) ,‚„ получаем : 

Пан 49 К ИИ; бб 
даны ее 

во А вое, бы ЛИ 7,0 

/’ 

  

Р
а



  

Е 2; „ И ПР 7? „ © 

КТВ ВС КВОТУ. у 9 
В НЫ Ив.ттИ Ва ; з 

›А 

= г ЗЕРЕН ПРА 
Р.Е &}, 88 УК (АЕ / (окр хо (А ой 

‘Равенство /6.11/ продифференцируем по переменной ( и ‚82 Ш 

в результате поменяем местами чнолитель и знаменатель : 

. ЛЯ Е 2 ии, 7, И к: Пере} вдя 57 Е ; "у < ил. г Пй 7 
  И 

Пер Гор: В.Л 

ее и. ЛИ Ив.та/     

РР, РРР Р.И А, | р и 
] сему а 8}! 9: к} „Во Т Е РКУ.) 6, ] 

их = 

Дополнительное диеренцирование по переменной (/.у)  приво- 

дит & соотношению 

  

  

: ГРУ А.Т ри ея 
^ # 5 2 2 И нЕ { и Ра 

[(е.8+ кре РДУ ЕГОР 

7 + у У: АТД А Хх. 3 
И Е:. я [267 «ОЕ Е вой 

На би и, а Я; 7 
РС НЕЕТ, В 0А ТИВ | Ге ку, о’ Е К ое ре 

= === - # ® & 

ТВТ ТАКИ { бое хС2, РНК В И 7 в /] 

зай эвксируем В ры шении /б.13/ значения всех переменных, 

кроме ( РА ев, 9. ‚ и разрешим ето относительно функции 

ПРЕ у ‚< р ‚ Ублрая ненулевые множители, которые модно вы- 

нести из строк и столбцов определителя /б.ТО/ : 

ПИФ К9 = Ибо. Ив.тА/



о ® Э - 

Заметим, что Ра СХ, “ЙО . 

Будем ниже предполагать, что /./. Е ИЛ и в, ЕС, 1 
и й / 

и 

Урарнение /6.ТО/ будет иметь место и в него можно подставить 

выражение /б,ТА/ : 

ПЕ ПИР ВА, Е: 
ея ХС #; ДИ Л. в] ДИ #7 ‚70 

г о ра 
ео вое ОКУ 10 5 Т5 

Я" Г 2/84 ы. /6»15 

ГА прервё  ПрРРувя | "Ако  ДИЕРВА ЯР убЬ | 

Соотношение /6.15/ не солергит переменных СА вуб: г) я 

шим в него переменным является тоздество:. 

  

поэтому но всем вхол 

Продифференцируем тохдество /6,Т5/ по переменным (с.%) ›„ (/.в/ , 
ми 

Гб, у в 
#9“ . 

Я р » К; , 9 Я; АНУВВИ И и 28 0, . 
6: 

что противоречит  нвобразех тю в нуль производной функции И’ по 

первому аргухенту. Установленное противоречие доказывает, что 

уравнение /5.52/ при перестановке элементов ^ , ® не может 

= изменять своей бормы. Выше было показано, что это уравнение не 

молет и сохранить своей форми при перестановке ^ ‚@. Вос 

другой сторонн, возможность перестановки любой пары элементов 

является допустимой, Возникновение же при этом противоречий оз- 

начает, что лля 70 > / мнохество &" не мошез быть задано 

уравнением /5,52/. 

Итак, было показано, что для #7» 4“  мнокестро 5" вок 

реотлоотя каддой точки, соответствующей недиагональному кортеху 

из т. х 75: ‚ Может быть задано только уравнением /5.55/, 

1 

{ * 

которое при перестановке элементов А ,‚ @ сохраняет свою бор- 

му» Лначе говоря, соответствующая окрестность сопряженной точки
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задается уравнением /5.ТО/. 

В силу эквивалентности уравнения /5.55/ и /6.ТО/ опрепеляют 

с. В) как одну и ту хе функцию переменной (‹.%/) . Сравни- 

вая два вн 'фажения для производной функции (‹,В) по переменной 

(с) , найденные из неявных заданий /5.55/ к /6.10/, нолу- 

чаем : 

- Е еее Ко ГИ, Ва] ТИКувТ . 
КР) =0. /6.16/   

ор) ТРИ, 
{ совр ВОЛК) / дубу Но / Иер уд 

Забиксируем в равенстве /б.Т6/ значения всех переменных, 

вроме (Су, 17 Я 2 Я #.. г . 

х © ИЯ ре г, д х.т 

Те бра = Ира ее В. [ее И, 

‚причем ни один из сомножителей в нуль не обращается. Поскольку 

в определителе /5.55/ из каждой строки моно вынести ненулевой 

мнохитель @; ‚а из каждого столбца ненулевой мнохитель 84 . 
° М 

моно произвести несудественное переопределение бункниия / , 

> исключив мнохители @; и 46: . После интегрирования по пере- 
, г? 

менной (е,>/ получае: следующее выражение для функция / ; 

: р Я. #2 : А ЕВ. хо = = ИЕ, + С СЕ, 01.0 Ру. 5/7. ИЕ. 17/ 

Заметим, что функция /6.Г7/ обледает следуюлим очевидным свой- 

стро $ 

РТ, ИГ УЖ, 7% 
/ еее, КО = / ее АХ, 6 , /5.т18/ 

Пролиференцируем равенство /б.16/ по переменной (/,Ё/ , 

в учитывая свойство /5.18/ и переставим в полученном результате 

числатель и знаменатель : 

 



Я 
\ 

т ы г ЩЕ, / = 
ВР Е = Аи хх и} # = и ВЕ УЕ? 
р. мл, И ЕЕ: 27. дни р д 

Я ° ыы о м у 5 и И =0 16.19 

=
 

! 

    
  

к. 

Я д йе г - РЕ. иб] Ее. ИО 
=— И, ее 

после чего дополнительно продиферениируем по переменной ( у: $}: 
г 

И 
САРА / Икё;. “0 Я КЕ 6 /0 | =& 

м 

м 

Забт 
^ 
иксируем в последнем результате значения переменных 

г РР и. . та, МА * 

< 

{ # 
Я 2 яв ® 

ых ‹ 

ГИУ. 20 = ОКЕ. ГИУ. 48. 16.207 

причем коэффициент ЯГА ‚У, #; 97 И: — обращается в нуль. 8В0с- 

пользуемся свойством перестановки /б.20/ и перепишем равенст- 

во /6.т9/ : 

я >. о, , 
АХ, 7 ПИКЕ 0 А Е. ИУ Ч =. И6.ат/ 

Соотношение и продийеренпируем по переменной (А у): 

ИЕ #0) Фак. д’ р. 94 = 

А, иг Г ЗЕЕ т РЕ Ш & т х 

ие, 9 047: / ой Хот! (г) бу; #0} /5.22/ 

Производная И ПКО , так как в соответствий с 

перестановочным свойством /6.30/ Ир. и; Ку&У. 15. = 

= ИИ И.В ГИ НА = #7 ы 

м и 

 афивоируем в равенстве /б.22/ значения переменных (, Хх. * 
# в 
сх = у ° (КЁ 7.Д/ 1 

х -. 

Я од ин че в е- эл я? И ТЕ нон А. Аи ЁРЁх Г РЕ РЕ У ; РК МУ Ха = И С БЕТА РНЕ У - # ЧЕЙ 0: КР. Си ё: ИУ. а ИТР» хо) . 6.23 

. > г и 2 в => = В иолучеЯнОм ОАЖели для функции /ИАВУ. Хо коэббини- 

ет С,.ИАУ. 0 и разность ДИА 20 - ПИ, 9 в 
нуль не обращаются. Аналитическая бункция = _ имеет отличную 

от нуля производную по первому аргументу. 

Подставим функцию /б.23/ в уравнение /5,55/, вынося из к’ 

дой строки ненулевой мнохитель (’, и перехоля к определители “г
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четвертого порядка ; 

| Ген ‚г - . < . . ‹ 

Е а РА я г м: 2  : = „9 р: # 1: ^ = р за | АЕ. 9, ХО. г} Я 11:1. М.О, т Ди су бат ; И ] 9 .: ра
 } 
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г Гл а - и .л 5 я и ; | Ррв, 46.29 Ре. вой Руди 1 

| 
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= ры
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м
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мл ая Е # = <= АГА # = „7“ и чз 

ОЛ 4й ивр ИР д} 5 м;7 и со = ГА, уе бр. во РИА о. убети 
ОИ у 

В опрецелителе /6.24/ отличин от нуля минорн второго и треть- 

его порядка, содерхацие справа столбец из единиц, так как не 

обращаются в нуль миноры первого и второго порядка в определи- 

теле /5.55/, Уравнение /6.24/ является ептественным следствием 

эквивалентности уравнений  /5.55/ и /6.10/.



$ 7. Частный случай #7 

1 = г“ а
 

Перенишем уравнение /5.24/ пля рассматриваемого случая 
= М 

ый т 

  

  

Серии. РЕ ВИ Веры, у 1 | Ре С) . . , 
} 

Оруиилай  Рршеву ВЕ ул 1 
а Ре „Я - р о 1; #. - ен Да > } = 

“ ” | |=0 1. 
г.р: + д Г ИМЕ. Е. . & :- г } 

м! кра. Е $}! КИК} 24/, Г В ВАК. 1 

{ 

Ребе аи РИ в Риби у 11 
м 

в для п-Ц; 

Рая РЕ Вен 1 

ОИ р ий РГУП РЕ РУ РТ Тот 
р 6, . 5 

Рика БККяЯ РИ 1 

А 2 й 7? ЕЕК } 1 РИ ВАА ВК 1   
Г?(Т) определена в некоторой ок- Це де аналитическая Функция 

рестности какдой точки, задаваемой значениями бункция 
ет д - 7” к : 

а “ Е 2 и РА А ре И ё г 

©; 776:х 78, К . производная © г” в нуль не обращается. 

Запишем уравнение /7.2/ пля кортежа < су: А, ё., р 
. (Г - # „ > г " 

ме (©. , “ЕС, ) , и разрешим его относительно. 
5 
> 

| , 
‚ вЕедя естественным образол параметры 27,2, #; , 

Г | ‚72 н- Х Я . 2 2 Е 
- , ре # и = Я д =. < В 2 

Се = У (т: 5 на’, Я # Я 17.3 

Аналитическая Функция опрелелена в некоторой окоест- 

‚ те %(2/ = Ё(/ и (О : зе 
ностя точки (43.5.2 © К
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у - обратная бункция. соли в дальнейшем препполагать, что 

Г.К. ЕР, ру Е 744 —, то мновество значений 
“ }12 > РЕ, 7 с Гиэи /. 7. д - 

функции ИРИС хребет. иокет онть задано урав- 

нение 

5
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Так как (: © ЮР) ‚ м, Е 02) , результаты /7,3/ и /7.4/ 

составляют содертанае случая @/ / доказнваемой теорехлы для 

тих =“ +. 

При последуюдих поеобразованиях результата /7.1/ булем поеп- 

полагать, что /> 5 „ Переставим в уравнении /7.Т/ элементн 

ИЕ № У, а т У, ,- г Я" { ° 
| # би. и! Ко #1 Е. УР Я; Вы), 9. 4 
: - —_ #} А? за 5 

ИЯ а ЗУ: АЙ ИЕ. & зи ПРА 9 т 7” } Ка ги, Е: #2] & КАР в „8 АЕ КЁ. у 4 

    ‚ Риц. о КС в.в Ре. 9.1 4 

оквивалентные уравнения /7.Т/ и /7.5/ определяют неявно, на- 

пример, (#,//7 как одну и ту хе функцию переменной (6.„7 , 

Сравнивая зыравения лля производной функцли (‹,@) но перемен-



А 

‘ноЁ (6.4) ›‚ найденные из неявных заданий /7.Г/ и /7.5/, полу- 

чаем 

— 

о Е а О: Фелйерил они Верь, # 6 ̀ 
= 
АС) -=0, /7.5/   

в г) # 9 - Г) } 5 { 

Рес, в И ум, бов ум У, 82: 
я > 

где через К’ обозначены алгебраические дополнения к соответ- 

ствуюлим элементам определителей /7.1/И п /7.5/. 

В равенстве /7.6/ забиксируем значения всех переменных, 

кроме ( (ум. 22,“ + 

ы) 7} Г. * > м: гр. г $ 

Е 
чл а -# 55 та Г. 94 #32 

ридере = Иса, 9. рн, , 

откуда после интегрирования по переменной (:,%/’ получаем вы- 
= 

#
9
 ражение для функции / 

= Иер, ри о +Оронии ИР /. 
Заматии, зто Дер. О , ВД и». ви 0 

Подставим функцию /7.7/ в уравнение /7.Т/. Слагаемов С 

исчезает в линейной комбинации со столоцом из единиц, а ненуле- 

вод мнохитель в мохно вынести из первых трех столбцов : 

и. ы у ИЕ, г 23 ДЕ! у ре ее : Е И Б.Я ДЕ УИ 4 

. | 
у» а ? ге. _% 5 { А св. ы% Т 

ДИ еЬКИ Пр сь, В В ©. 4 

“ Н 7. /7,8/ 

р
е
 
у
 

н
ы
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=
 

яж =
 ыы Ра 4 9 м ат вт 

т
у
н
н
е
л
ь
 

<.
 

$ \.



Соотношение /?.3/, в действительности, является тохдеством по 

всем входяшим в него переменинм, вследствие отсутствия зависимос- 

ти от переменных { т, х у) ‚ Пропибференцяруем тохцество /?.3/ 

по переменным Се. ‚ (2,82, “к . 

5
 р 9..9,У7 = Пин, и!) РАН. р в с Ку 

что противоречит условию необрашения в нуль кажного из сомноЕн- 

телей. То есть уравнение /7.Т/ несовместно но перестановкам эле- 

ментов @ - у и бинарные физические структуры ранга ‹ и. 3) 

для И %5 не сулествуют, Доказанное утверящение является 

частью случая е/ основной теоремы, когла И = ев Результаты 

данного параграда излохены таке автором в работе "06 оцном 

бункциональном уравнении с двухинцеконими переменными" 1, 

интересно сравнать результаты четвертого и седьмого параг- 

рашов. Воли 2 =2 , то бинарные оизические структуры ранта 

(771.8)? супествуют для 7 =2,“,& и не существуют для 
У ги 2$ „ Вели ше И=2 —, то бинарные физические структуры 

ранга (2,8) существуют только для /7=.2,49‘ и не сву- 

ществуют для > 2 .„ Заметно различие этих случаев, так как 
#1 РЗ 7 

улествует физическая структура ранга (9.“/ , когла /?=7*@ , 

(8.84 и не суцествует бизической структуры ранга ‚ Когда т9- 

ше И = И +2 , В этом смыеле случай "7 2 является особым» 

зетод индукции поэтому упобнее применить после получения резуль- 

татов /5.58/ п /5.55/, что и будет сделано в следующем парагра- 
м



$ 8. Метод инлукции : 77 ®ж7м эм’ 23 

В нятом параграйе было показано, что для /И®пб%3 мно 

жество ‹// в некоторой окрестности кахлой точки (( 2] К: 9, 

хз) В:/:..":/  , соответствующей недиагональному кортежу из 

778,776, ‚ может быть задано одним из уравненай /5.52/, 

/5.55/. В определителе четвертого порядка /5.5е/ отличен от ну- 

ля любой мннор второго и третьего порядков, окаймленный строкой 

из единиц снизу и столбцом из единиц справа, 3 определителе хе 

третьего порядка /5.55/ отличны от нуля все миноры первого в 
т —Р . . . У 7 

второго порядков. Производные функций // и ’ по первому ар- 

гументу в нуль не обрашактея. Но в таком случае любая произвол- 

ная левых частей уравнений /5.52/ и /5.55/ отлична от нуля, то 

есть эти уравнения модно однозначно разрешить относительно любо- 

го из аргументов. Опнако в шестом параграбе бнло показано, что 

в случае /7 >». уравнение /5.52/ оказывается несовместным но 

перестановкам элементов К #' @ к потому остается только урав- 

нение /5.55/. 

Будем далее использовать метод индукции. Пусть 7 ° есть 

произвольное число, удовлетворяющее условню 227’ 32 , 

Прелнолоним, что для ИзПе Я’ мнонество и" в некото- 

рой окрестности кахцой точки (1: Кл... 9: 11.., 2: ‚612... 

соответствующей недиагональному кортежу из 7 6/”х 78: ‚ может 

быть задано одним из двух уравчений, имеютих такое же строение , 

как и уравнения /5,.52/, /5.55/: 
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не. | . 1 РЯ Гр ва 53 5“ й ие зд 5% д . Ё 8 — о. 

Пе. ТЯ занния 2 50...85 ВР РИС, и. 18 {1=0. Ив. 

ТЕ ли, } е: 2 дом 7 а а . :. $ 

Пер ча ПИРЫ брОКИ (ПОЕМ 1 

4 1 4 0 

гр: а 2 мер, › = 
1:2 ^ 5% АЙ `. 7 ик 3$ 7 ме ЕЕ Л г эй 

} Иер г.ар,. Я... } Я: Ш 1 ДД р, { 

# 1 

РР: Зы а Ра , 5 ОА в вая 
ПИзое. З.аНтИ 210 / И5ЮЯ. у. бр.) р ИЗро. 9. М 
ь г и 

° " ” 

}   Е: 

Пере оу. 2... Грир, бета Гаре. ор Я —
 

<
 8
-
3
 

опрелелителе (71’+2,) -го порядка /З.Т/ отличны от нуля все со
 

миноры 2-го, 8-го,..., /1’-То порядка, окаймленные строкой из 

единиц снизу и столбцом из единиц справа. В определителе 7’ -го 

поряжка /3.2/ отличны от нуля все миноры Т-го, &-Г0,..«, (72 -4/-РО 

порядка. Произволные функций йЙ и Г не рвому аргументу . 

не обрадаются в нуль и, как легко понять, уравнения /В,Т/, /8.2/ 

могут быть однозначно разрешены относительно любого из аргумен- 

тов. Предпололим также, что в случае ›й>и'+{ уравнение 

/З.Т/ несовместно по перестановкам элементов ® , ДР и потому 

остается только уразнение /8.2/. | 

Докажем, что для 7” 27 > И'’*1Х мнонество И в не- 

. $1 р: ..; 12; Е 

/ -, ^. 
х:В 2. 6.6,и...7.) ,‚ соответствующей недиагональному кор- 

я \ и 

52 =>. ‚ 2 } 

которой окрестности кахдой точки (4:/.А:.
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прут д . = тежу из 7/6, х75,’, может быть задано одним из двух уравнений, 

имеющих такое ке строение, как и уравнения /З.Т/, /3.2/ : 

        

ПРИ... ПИ. в.в. ПРИ ми, 4 

,:., 

Пой. ВЯ, СЯ... ПЕТРЕ. Пери. лру, та 11=0, /8.3/ 

Пр. яр. И ОЕ 

1 и. 4 1 0 

Ре Е Пей еЕи г ГИС. ри тЯ 

/8,4/ их 

| о 

ТИ } > ав ар а Труа д, 
[29,9 И АЙ иные Ито й., ЕТ | (ей, Ви. 

    р. ; 2 . и ; г 3} Вл ; $ м? Герт ие ИРИНЕ СТА Грейт ; Ем и 

В определителе (м‘+2) -то порядка /3.3/ будут при этом отлич- 

ны от нуля все минорн е-го, 3—го,..,, м’ -то, ('+4)/ -по по- 

рядиа, окаймленные строкой из единиц снизу и отолоцом из единиц 

справа. 3 определителе ‹/1'+1) -го порядка /8.4/ будут отличны 

от нуля все миноры Т-го, #-ГО,..., (7'-1/ -Го, 2’ -то порядка. 

Пр изводные бункций // п | 77 по первому аргументу в нуль 

не обращаются и уравнения /8.3/, /8.4/ могут быть однозначно раз- 

решены относительно любого из аргументов. Покажем, кроме того, 

что для случая и’ > #?'’* 2 уравнение /8.3/ оказывается несов- 

мзозным по перестановкам элементов 2 , @ и остается только 

уравнение /8.4/. 

Приступим к доказательству. Пусть И *#й“1 и множество М”



10 - гы == 

з окрестности каклой точки, соответствующей недиагональному 
М 37“ м 

кортеку из //ё; х76’ задается уравнением /8.2/, Переставим в 

уравнении /8.2/ элементы ‚р: 

ГЕТ г, - - а РР, $ —;: - 5 
| ре = 5 о м игл; 38 #5“ вер ПР ры 3 Е ом, } ет, ищи, , Ге. в т СИ, ити | 

; 
и д 

т 

= , /3,5/ 

  
И НЫ / , Е И. пиры не д ТТ в а # ; вр, 97 р! Е? пл. м; етой Г. 
# ри. ава # 2 би. ЧИ“, Не ? И8тй., =”, 28, ги; 

РР ПИТ» в + ТУТЕ : 5 : И: 2? - Е д й 2-7 Гл #1 У га >, Ви ми А г РАЙ | й Кредит р: ГР и. б. ГР Е.Г | 
: # 7 

Эквивалентные уравнения /8.2/ и /3.5/ определяют, например, 

(‹ „7 как олну и ту хе функцию переменной (:;9; ›„ Сравнивая 

два выражения для производной функции Е ‚В по переменной 

{{.() , найденные из неявных запаний /З.я/ и /8.5/, получа- 

  

к 77, иди, : с 7. А 7 

д СОКР, И РЯ, вл 
Ето, =, 8,6/ 

И -У м Е. 
# (6,8 р Сер И / [075 а д 

2 7” и 

где через ! обозначенн алгебраические дополнения к соответ- 

ствуюцим элементам ‘определителей /8.2/ и /3.5/. В равенстве 

/3,5/ в целях сокрацения записи опущены "неподвихные" олементы, 

следукщие за элегентам 9 и ©. 

Равенство /8.6/, очевидно есть тоздество по всем входядим 

в него переменным, так как отсутствуют переменные / <... 5). 

Зафиксируем в токдестве /3.5/ значения всех нерешенных, кроме 

&8
 сербии. г] 

РЯ . г. и. 

еже М:
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причем ни один из сомнохителей в правой части в нуль не обрацща-. 

ется. Заметим, что в определителе /3.2/ мохно произвести несу- 

щественное переопределение Функции 7’ ‚ вынося из каждой стро- 

ки ненулевой мнохитель @. „а из кахлого столбца - ненулевой 

мнохитель @: . интегрируя последнее соотношение по переценной 

Се, с учетом упомянутого переопределения получаем следую- 
и" 

щее внражение для функции / : 

ГИ гро. Че г гв Я Ш + С? /(е 547, (“ вии . /8.7/ # / 
г 

Из полученного выражения /8.7/ следует, что 

Пера ре, ви г г #2 {1 ето, д] = - Рег, ЕЯ ,х, 41} . 10Э- 

тому соотношение /8.6/ моно переписать в ытедщуючем виде : 

— = он я 
АТА 2 Грехи / [Се ФИ, Г = ИА /8.8/ 

я 
> 

Булем понижать порядок алгебраических дополнений ’’ , входя- 

гих в соотношение /83.8/. Продиберенцируем сначала его по пе- 

ременной (у, ‚ та операция понизит на и порядок ал- 

гебраических пополнений РГерЯ,, И п ГРА, 

Затем произвелея диеренцирование по переменной 1 У › что 

приведет к понижению на эдинину порядка алгебраических пополне- 
— 
2 Я тя Я 

ний / 42$, 74 и 7/29. 947 ‚ Продолким процесс по- 

нихения порядка, продиеренцировав полученный результат снача- 

ла по переменной СК). ‚ а затем по (и, 0, ‚ Повторяя этот 

неслозный процесс, легко получаем следующий результат : 

=". г) , Г’) ЗРЯ, МИ 7 С Ро, Е



  

Е = не. вы Е Г 2 5 лиг 2 ие, р 2:1 ГД. ЕД 
ы 2 м ИХ рак ие 

д Ре о ВР КЕР 1 ИИ, о.9 
< (0) р. / ,9/ 

; и т 
ых в о р - 
РН о ги Кл У И? 7 / 2 я ВИ Ех # СР а # { ГЕ. Я т 

ё {2.81 # ый вх 2} хе { гу и #;} # { к 2 Е} 

у 

Сравнивая уравнения /8.9/ и /б.т6/ Устанавливаем полную их эк- 
уж 

вивалентность. Поэтому для Функции? ГИЯ Ю.И можно вН- 

писать выражение /б.23/, повто горив все препыпудие внклацки : 

= 

ро.беЯ = ое Оу. -РЕре, бр}, в.то/ # 
{т 

ф м
 

а
 

р 
причех / х 72 2.6 ЕО ,/ Ат, 5, у Р.А 

Аналатическая функция ^? изеет отличную от нуля пооизводную 

по первому аргументу. 

Подставим бункцио /3.ГО/ в уравнение /З.2/: 

    

Ой и бала И р 2 р 17 22. ‚Е 4 
КЕ «Я. =, я У, 9 ВЕ у и баги. 5; (2 Сет Бри... ®Д & 

1 # 

Ри р - 
ЕО ак ий МС ами м и иы т) /’} р {С Р.ТИ о, Иа. ТИ Иер. ре В.Т 

ее эиыы т ут. 2 М, м 12 2 ар м7, ТИ Ги 7, 2, бил, Яр [9 РЕМИ 7/4 

г РТ, . = ГР. из ‚И 1 Г 28 1 БИДЕ, и о! 
ГАЯ й фир, Чо 2% У РР ыы Е т, р ыы -. 

В определителе (^’*1/ -го порядка /8.14/ отличны от нуля все 

миноры до порядка #^’ включительно, соцергацие справа столбец 

из единиц. 

дальнейшие преобразования результата /8.11/ будем проводить 

но ухе хорошо знакомой схеме. Переставим в уравнении /8.ТТ/ 

’ элементы © , # : 
и



А 

  

+ 58 АЕ, в Ре 2 Е = О ми # | А 0 ХЕ ТИ ,.,.. Мен ти 1 Е : и. Е 1 
1 и 

| 
|} 
: , ное 

} 

р ро: Ре 2% ЕЕ ба И я и И: у - 
| (59... ВИ, М! о. ЕР. | 14:9. МЕТ, и = ( 8. [2 з . в. 

: и 
: . 
| 

те. ПРИ РИ ти и бу. - ие ты ра р ТЕ и М. мЕ», 1 2! 29, 27 ет 1 
} { 
} } 
1 : 

1 

| ОЕ ИИ! Пи» , И и Дл НКЫ И 4} т Л КОМЕТЫ... РИ В ‚ЗЕМ 61: | Прут Ре 1 
; р #& # 

аа, уравнения /З.ТТ/И и /3.12/ определяют, напри- 

мер, (/&) как одну и ту же функцию переменной (:,%) « — 

Сравнивая два внрашения для производной пункции (у, #} по пе- 

ременной (.,х; , найденные из неявных заданий /8.ТТ/И, /В.Т2И, 

получаем : 

: С 
и} Ра а ° 

Кен И:ф, аиру ^^ гии 

АерЕ) т о /в.13/ 
я у, др] РИ й 

/7; 

  

{ Уз} Ех р аи 

— 

р 
где через | обозначены алгебраические дополнения к соответ-. 

ствуюцим элементам определителей З.И и /3.12/. Кроме того, 

как обнчно, опудены "неподвижные" элементы, следующие за 9 и 
‚7 
' % 

В равенстве И = забиксируем значения всех переменных, 

ие (:9..9 мы, . кроме р ==: © Я, : 

ЕЕ.) 

  

причем ни один из сомнохителей в правой части не о В 
г 57}, СИЕ ой 7 

нуль. Например, Усс СС7.ХЬИ = „ Поскольку из кахцого 

столбца определителя /8.14/, кроме столбиа из единиц, модно вы- 

нести обгий ненулевой мнохитель &, ,‚ улобно провести несу-
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== 

цественное переопрелеление функции /Х’ ,‚ исклочив этот множи- 

тель. Тогца для функции Г’ после интегрирования последнегс со- 
2 
{ г отношения по переменной (6,х) и исключения множителя 2. 

модно выписать слелующее вырадение 

РГ, а А И Е ес РЕ “д ей ай. > ОЕ 2 

Кери = Мей Ив рый + Сеид. 8.14, 

Поеобразуем равенство /8.ТЗ/, используя выражение /8.14/ для 

функции А : 

у, о р Е 2 МИ РИ ре 9 Е НИ = о я К СНЕСЕНА С, ПЕР ЕР ИЯ, Ир, = . /8.15 
и. 7 ИР 

Будем понихать порядок алребраических пополнений, входящих в 

равенство /З.15/, по схеме, аналогичной той, которая была при- 

менена к.соотнощению /8.8/. Пропийференцируе:: сначала равенство 

/8.15/ по переменной (; ‚2 ‹ Это приведет к понижению на еди- 
= 

Г. Оле м 2} ницу порядка алгебраических пополнений М6.“ и 

РИСо.КЕ/  „ Затем результат проди)еренцируем но неремен-- 

ной (А.в) ,‚ Что приведет к понихению на единицу поряцка алгеб- 
и —— рее 

р Е = = Ре В вРы „И е РЕ раических пополнении //‘/, и и} ий ИУ, 5 Да 

лее проди?еренцируем полученный результат сначала по перемен- 

ной ( &- у) ‚ а потом (# 4 / ‚ что приведет к понижению порял- 

простой и наглядный процесс понихения порядка алгебраических 

пополнений, пока в результате не появятся алгебраические лопол- 

нения третьего порядка : 
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ре, ар я | 
НИР, 9 и 1 } 

+ и } 
} 

ЯР у $} г ня ;? : : ИЕ. НЫЙ: ИЕР { зы МУ РЕ я Я 

верен рРИ бум РОТ ЕРУУ [| 
| 

# 

Кро, бы) Е 9 ми ии; 
, 

и 

т, ь. ь 

Са. бы 
# а 

аи ла И „ бы, { 1! 
Е. ЕР. РИ 

{ [ и т и т | 
- } 

; 
{ — 1 

Илл б.н! 7 | ДЕЯ. О ЫЛ 1! 
# # ры = ^ 

  

Пропиференцируем равенство /З,Т6/ дополнительно по пер ыен- 

ной (5,6: и переставим в результате местамл числитель и зна- 

в
 

—,
 

5
»
 

(
У
 

< м
 и —
 

—
 \ 

<
 <.
 < о 

} 

к 

=“ 

д ( НЕ) -—.” — 

= х ©.
 ты ы >
 

1 

г 
} 

т
.
 

^
 

к
 

. 

о у
 

№ * % х 

=.
 

м
 

м 
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—
 ых ет
 

=
 

] 
—
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—
 

© 
у
 

х ©
 

` 

|
 х с
 т.
 

  

  

=, 9 
^ — \ 

  

и, наконец, 8.17/ но перем 

(©. 5) . 

р, ЕМУ 
  

  

РАС НИИ - КИР. БМ 

и с учетом выражения /3»1А/ для 

/З.ГИ 

энной



  

        

В дл в; 

= 0 /8.18/ 

Я (Е м7} 

Равенство /8.18/ дактически есть бункнзонально- ли\беренциаль- 
Га - р 

ное уравнение лля ^’ . Сравнивая уравнения /З.ТЗИ и /5.ТО/, чс- 

_ танавливаем их полную экелваленевость. То есть уравнение /б.1о/ 

длеет два реления, которые конно внписать аналогично результа- 

та: /5.39/, /5.40/ с доплнительными соотнопениями /5.33/, /5.38, 

и результату и5.5а/ = 

Рассыотриы сначала подробно порвое реденяе :; 

Ех ви: та — ь т оз == РО. #5 РА ЗЕЯ и и 14 7 с * 
Ак ых = С, $ в! = 69 Е ; ИРУ я РИ . /8.19/ 

те 

Г :] г ра = г И 
} 6 м = 2 ДИО Е) к 

= ее у и и и РЕЯ у и ; ИР. ие 50:% ИЕ Ру РЕК, (9 ам 0/ 

_ При этом поплнительно имеют место слелукаие связи : 
Ре > а ды Я 

И в И, Г, МЕРИ = со {4 в: © “, е/- и; = & я“ 4 Е /З.2ТИ 

2/0. АЕ №} ЕИер,, И. 4 Е и = 
Е Ра - " и $ 

т И А И Бы РУ у Е 
= КДК. Е. вии] с ив ии И Я. и! , 8.22/ 

:3 сравнения внраденил /В.ТА/ и /3.19/, /3.20/ получаем 

ЭК мы = 1/ Ио. ый А #Е Г. м АА + р Я Е = . НЯ Я К ий, /3 а 

Полотазвил О тэ т ; о т й Почотавим бункнию /З .19/ в уравнение /3.Г7/, используя так- 

зе вырадение /3.238/:



     

  

  

| и : 2 $; : 

| 9. б ыы } 2 | 
: # х 

| } 
Га - $ 
о -— Е РР : 

АТИ МУ Ем! 1 | 
В $ 

| =. = 

Г) и м ра: ин в ий |! А ПАО Я би: МИДе. ён 1 1; 

Ян Е} И й " ги | 7 К _ ШЕЕ. 2 - ии мг, и | = 7. /8.24/ 

} 2х 

МИЯ, ЕМУ й 

  

.) 

аа 

^ зункция Ю/(9.Еии/ —, как легко понять из обозлачения 

/3.20/ и цонолнительных связей /З.21/, /3.22/, вгралается через 

функцию АЙ Я. МЕХ ”’ с пэреставленними элементами и, С
 

м,
 

  

99ра30: 

— ее 

ВИ ИЕ > СЯ ЕЙ Сие иги = 010, ЕХ пу Вдев. Е ри 
! =. # | Я 7 # = - # я 

{ Уи 2% 2 ы р „1 2 бе 7 2 у ь : а 7 =. ; 
ГАО. ВИНУС О.Е Ев МИИ | 
| г х “ # я 7 } 
} | 
} г 

1 м. 7 , — - 
ГОТ был — 2 Де ЗЕ РТ 1} [ит 2 КЕРИЙ : | 7} ег ; ‘ г - Ру О Е > г я —= И ё 7 ", 1 #" Де # Би. Я} Ей } ва {1 . /3.25/ 
} г 

ое — а : — и. } ии А, _ 5 ия, ИЕ; Уи ы | 
-. ‚ ЮАро. бр -РЕру. бе Вир вии 1 2 Г " > я и > 

го Соотношения /5.А/ а /3.25/ эквивалентны. зотдественнн так- 
Ра 

пе внрапения /5.40/ и /3.20/ для бункций / п в. Поэто- 

му пожно использовать результаты /5.50/, /5.5Т/И уде рененной 
‚ 

ра а -- г т т т 3 та ттт т А.” залачи, для того, чтобы выписать внрагенае пля бункции ^^ з 

Р.Е = # у 

р #7 г 
ЕО в Ее 

". = Ы2: о ` НЕ ^ 2 и 2 3.50 
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а“ я 

ЕС. ЕР = 1 е ы 

Г в ДЕР Е РР а За) а о г а г СР Ух и 
шо Иа. е ни ДЕ ВУИ, (Ее ИУ ТО, 8.27 

57 
причем //с.Е/ ($. 

В соответствии с бфориулани /8.19/ и /3.26/ выражение для 

будет следующим : 
о _. ‚> 
м: Ге. Е а р. У 

Исходной Функции Я. Е 

  

7 ри гу г ея и 2 т р 2 # ыы я’ { Е Р - и} рее й а 7 ех 88 т 

и” 7” 

и. * > ОИ > ке и = 
= Г ТЕК “ за ии В Ё =. г ЕЁ Р 

ЕО ЕИ ЗЕЕ, мМим РЕЯ, Е МИН 
> : ‚у г и /з 28/ 

и аа еее ей ь Ф < 

2 ; = Г Ё РА: и. : я #1 ме ДЕ, М #}: бов Гр ии 

Подставим Функцию /8.28/ в уравнение /8.ТТ/И. После некото- 

рих простых преобразований приходим, очевидно, к уравнению /8.3/. 

имленнне В опрецелителе /8.3/ отличны от нуля все миноры, ока 

строкой и столбцом из единиц, так как они возникли из ненулевых 

миноров опречелителя /З./, соцеркаших столбен из елинин и иуе- 

ющих на единицу меньший порядок. Носкольку таку® 

! 9 © ЕР. тук , уравнение /З.З/ мопет быть одно- 
2 $ Ри л 7: Иан 
ГЕ ЕЕ о. Е 

2 

значно разрешено относительно любого аргумента, 

Рассмотрим теперь второе решение уравнения /8.18/, аналогич- 

результату /5.54/ : к
 

ем
 

о © 

/3.25/ 

 



: “. 2 в З р ` Е} Е А , ? из а о Е Е 2 2 Я & 
эт т” & ДЕ а -. 9 МЕ Е Е в.а а Е ЗУ хо А причем в а <. = а в ОРЕЕ, АЕ оЕ в: $ ® .;

- 

Подставляя буницию /3.29/ в определитель /З./ после прос- 

тых преобразований приходим к уравнению /3.4/. Очевицно, из 

связи миноров определителей /8.Т[/ и /3.4/ слепует, что все 

миноры до порядка 7’ включительно в определителе /8.4/ отлич- 

ны о? нуля. 

итак, было показано, что для зи зи" многест- 

во „У в некоторой окрестности точек, соответствующих недиа- 
и“ #$ ния { 

гональным кортехам из 7/6. * 76, . действительно зацается 

одним из уравнений /3,3/, /3.4/, если для си зи’ эти 

хе окрестности задавались олним из уравнений /З.Т/, /З.2/. 

Свойства уравнений Ив.Т/, /3.2/ и /3.3/, /8В.А/ совпадают, Толь- 

ко поряцок определителей /3.3/, /8.4/ на единицу больше поряд- 

ка определителей /З.1/, /3.2/, соответственно. 

Покахем палее, что для #772” '*= — уравнение /3.3/ не- м
у
 

совместно по перестановка элементов № ‚9. 

Нредполоким сначала, что при перестановке олелентов © , 

2 
? уравнение /З.3/ сохраняет свою форму. 

    

    

: #8 АТ р 

г и п 

т 

| 

: я. е 3 . : и" 

: К. РЁЬ, м С Ей ди аи #з 1) ов } я ит 2 АИ, ИЗ 
} 

я : 

! 1 

| 
| Кы ТР а ги #2 я Я ° и и и} : Я > х Е =; = и ие : - Ру ГЕ =: 

| 

: с # 5 # } 
} Л 3 = и 

эквивалентные уравненля /8.3/ и /З.30/ определяют неявно 
Ра ‹‹.В) как одну и ту же функцию переменной (‹.х; . Сравни-
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вая выражения для Зостиезотвужиний нь легко получаем 

  

= =. р 
* Е: Е. г #2 { 

Е и ; >. . р. а 
} 8 й 

Е: ов г” ЗН и ин, 3.5 ИЯ м / > 

я 1 РЁ ь в и я а т 

„ В $ 

где через /’ ›„ как обычно, обозначены алгебраические лополне- 

ния к соответствующим элементам определителей /8.З/, /8,30/ а 

опушены для сокращения записи элементы, слелуюлие за ии. 

” =“ а 5%. } 

Ой...“ т) я 

а ? = Е =” р = . ; = р : , ; 
ар а ВР м АИ РЕЯ И "НР - .Я 2 ; Е # 

п И, МЕ ИА 9 6 яз #2 Р-Н. После интегои ричел #7 фья М ПР 2 т о Й ея # : м в цосл ин гри- 

рования 1 по переменной ./:.Х: получаем енражение для функция 

ЕР 
РАР #7 * 
рт я Ди я 

: и Хы = ; МР ТНУ м 2 — Е 
# 

И И та йе Ве а а. ри 
РАСТ. Я ЫЕРР ГЛЕЕЕ Е ЕЕ: ЖЫЕ, /8 З2/ 

Е* > А ТЯ Е { Я же # { аа 
р Я в 

Перепишем равенство /8.З1/ в более удобной лля дальнейших 

преобразований борме 

  

и = ой Я РР 81 ео А.А Иа] 
# и 

Е ке ГА /3 и 
х = 2 7 вы 

иу А ” Ей 
Не = 7 #7 тя х ь й ИР # 3 

Используя выражение /3.32/ для бункций ИИС 7Й,Х5М , бу- 

де:: понизать поряпок алгебраических дополнений, зходящих в ра- 

венство /8.38/, по ухе знакомой схеме. Проди хуеренцируем равен- 

ство /3,35/ сначала но переменной и. ‚ это приведет к пони- 

  

зению на единицу поряцка алгебраических дополнений /:/
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м ЗИсрИ КУ . Последующее диТеренцирование по перемен- 

ной {;.// уменьшит на единицу порядок алгебраических попол- 

нений ога п и ‘св й хи“ — ,„ Диеренцирование 
и 

по переменным ку. и {^.0) приведет к уленьлению еще на 

единицу порядка указанных алгебраических пополнений, Продолхая 

— тором останутся только млноры третьего порядка, которые удобно 

записать с помощью оператора альтернирования ; 

  

Я 

я — и ит г д. Ё т я . и Е Е а А 
5" {а .# { я #: 7 - а 1" й Я =. я 2 и " 

ДАЙ Я —^ = ыы. ДР 3 2 
в%т ИА . . ры а . /3.3А 

## 
ИЕ: 

  

Сравнивая соотношения /8.34/ и /6.Е2/, устанавливаем их пол- 

ную эквивалентность, То есть обе задачи тождественны и можно 

воспользоваться результатом задачи /6.2/. Но последовательное 

рассмотрение этой задачи привело к противоречию, означающему, 

что бункционально-диюеренциальное уравнение /б.2/ не имеет ре- 

шенля. Аналогично не имеет решения и уравнение /8.34/. ото оз- 

начает, что при нерестановке элементов ^’ , ® уравнение /8.3/ 

не ноет сохранять своей форин, 

    

  

Нредполохим теперь, что при перестановке элементов /, 

уравнение /8.3/ изменяет свою форму : 

7 СЯ аш. . и „. 7 а ео . , , у 

} ф ЕЕ. /. Я ы,. ру Ё т 2 & г РР БР, НЫ : 
: # $ и 4 : 

$ 

(=0. /8.35/ 
— и Ра | 

й и АРРГ, 2 Яы, А рь И? ДИ 2 Е = РИ. # ИР. и и, г, | 
=. и | 

| ° Я 7 д т. . / у „. т я , Е м я ор # й 2 Ав мы й 
7 # в А 6. м, А = 2 ёх И" = и
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Эквивалентные уравнения /З.3/ и /8„35/ опрепеляют неявно, 

например, (:.в) как одну и ту не функцию переменной (‹.=5; „ 

Сравнивая выражения для соответетвуючей производной, получаем 

  

  

ЕР геи из #27 
{ #;: ай а з 20 $ А ы; 

я 

и о 

«= Ее сей. вии Е Гры 
- ОЕ А Е 

РЕ о а. ав 
{ . г ы РО ит ее 

: ВЕСЕ: Еда, , 
ё . а 

= — р * 8.36 
— . // ЗИ: т, „ре в и 

ВЕСЫ а Е о, ий 

= = 

где через и ( обозначены алгебраические пополнения к со- 

‘ответствующим элементам определятедей /8.3/ и /8.35,. 
в: 77) 

Выражения для функций ИЯ ХИ и ИЁСрИ. 

могут быть получены из равенства /в.з6/ но схеме, аналогичной 

той, которая была использована для нахохдения функции /8.32/ из 
ИР А Е 

равенства /8.31/, Выражение пля функция ИРИ. и будет 

совпадать с /8.31/. вводя несущественное переопределение функции 

© | ре. ‚ связанное с тем, что из строк и столбнов опре- 

делителя /8.35/ всегда мокно вынести общие ненулевые мнохители, 

получае:: : 

ЕР ; у? г“ : : .. р Е 7 
Фра В Е В И, о А ее ее а я; 2 

; ЗЕЕ ДУ, УМА) ы КУРЕ. ИН 7 РЕГ РИ Е КИ ЙЕ.: МА „ о ий й ; : Е } =? 

Е Я’ 

попользуя внрадения /З.ЗТ/ и /3.37/ для функций и’, 

будеш понихать порядок алгебраических дополнений, входящих в ра- 

венство /3,36/ по схеме, примененной к равенству /8.З1/И. В ре- 

зультате прихолил к соотношению 

^ =” 
ро 

  

` г , ги я # #1 р г} ии беде, До ЕЛЕ ; гар, ВИЙ ОЙ ИИ, ВУИ 
И : - _ = 

АА Г 
# ей он о - ; „Аз Е 2; Ил ЗЕ РИ р # яз} 

$, ‚ ву! д? г 67 С! © УЕ ео ИТ, Е 2}



я 
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— - : > же че Е ь Я ? 

# ‘ :. 2 Я 2е 2 р Ё и #1} ё < г г и Г / Е Г г 17 # Ё, я и и / ИЕ р й м д МУ в 
нЕ х : ъ 2 2 1 > 

о . С ‚  /8,38/ 
и 

И ВЕ Та. р к олег РА и НИ 
а ГА БИ Г ит и 

и 

Е 
2 

которое эквивалентно равенству /б.1Т/. По тогпа для функции 

моно выписать выражение /6.ТА/ : 

  

и 9 ; = Я 930 Перй ий = /3.39 
= и 

> г и = Гор ми #0 
гле # г" Я 7: и” и ® 

  

 Пдставим функцию /8.39/ в уравнение /3.35/, Уравнение пре- 

вращается в тождество по всем входящим в него переменным из-за 

отсутствля зависимости от (Я 

ы..
 

С 
, 
\
 

А
Е
 ы ^
.
 ‚ Пролитдеренцировав 

это тохдество по переменинм ‘^.х/ , СИА эн» СТ, 
ми 

Г м 
С: $ Га ИА, получаем 

= у . - а = : — ее = : < 2 
## аа Ре Ра з ФА и. р # ЕЕЯ //. р в И ПРЕ Др ИКИ И 1 ры ги. 

^ г. и = 

что противоречит необращению в нуль каздого из сомножителей. Ус- 

тановление противоречия доказывает, что при перестановке элемен- 

тов =, 2 уравнение /3.3/ не может переходить в уравнение 

/8.35/. Поскольку это уравнение не может такке и сохранить своей 

форын, оно оказывается несовместным по перестановкам элементов 
= 

“ ‚Я $. То есть «а
 м < 

2
 м, т й ля «= уравнение /З.З/ не мохет 1 

задавать некоторую окрестность точки, соответствуюзей недиагональ- 
2 
ра ле М 

х Го: 

= 

ному кортепу из 778; и остается только уравнение /3.4/. 

итак, методом индукции было показано, что для "Я * 

= 2 о 7 одно из уравнений /З.Т/ и /З.2/ задает некоторую ок- 
ли 

рестность каядой точки. в ‚ соответствушей нелиагональнаму 

ее ИА — 7 75, А т кортезу из /’6:; ^ . Ноли “””” “1 , то остается 

только уравнение /8.2/, которое момет быть приведено к уравнению 
З ТТ 

Эк
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за 

э 3. завершение доказательства основной теоремы 

Общий случай ’” >” >. 2 , рассматренный в 55 5,6,7,8 разо- 

бъем на три непересекающихся подслучая 7? =7 > а № 

пут що гра 2 © - р . 5 271 27 т= = для завершения доказательства основной теоремы. 

Рассмотрим сначала первый случай 

АА
 в я 

= 9 

т и = #1 2 
б 

“а
 

13. 

$
%
 

    

    

м ‚9 аа Пр ; + {2 ЕР: Е ЕЕ Ре: я 

] и 

г и рр: ШТ УР ты: ‚8; НОЕ та 1 
а "и. и } 

; 1 

| 
— 

= э2и (/, /Э.2/ 

я : ыы = \ а = : Ра ГЛ И \ Ра? $ | / ИЕ и. Е 7. ВЕ .\ . ВЕ и. х # Г . = 

5 = < 

а + т Ио 
Иа 2 1’ 2 Е А ре & Е а Ее и 

2— и Е = — = Трир Е р а и 
Е Е? ЕЕ. Р.И гы ий Е’? Г 

и м #7 я 
Е от =; /3.3 

# р 

т с Аа що те а Г реал АИ Л А.Н 

— т 

где аналитические функции '’’ и ‘ одной переменной опрепеле-° 

ны и имеют отличные от нуля произвоцные в некоторой окрестности 
- .. . 2. 2 РЕ О 

кажпой точки, запаваемой значением функции ©’ 7/5: 72: М 

Запишем уравнения /3.2/ и /3.3/ пля кортека Зе Ка: И г Г з 

У 

+5
. т
 е- хх
 $ & 

= = г ` р и } ГЕ и, г г Чу: 7: , те 2 @ Ре: , “ЕО и разрешим их
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г 

относительно ((.*Х›) ,‚ вводя естественным образом параметры Х. , 
нее Р- УЕ п Е ее и -а 

ке - г А. а Пр на е 
* 32:3 & 8 Я эээ г эра * 

4 Е -2 = и -а и-1 ь го [ЕЁ 0 ТЕ = . 1 5 ры ИИА 
Е. = ы к м. т я а о ЗА 
> горя = ь и & а & - Мэ 

= я риа 7.8 = р я Ю = С + © == = 77-3 

р И Е.И. | и“ 1”) ен тт :: 5 ОР , р = а к 
ь ^ : ` г 2х ^ & я 7 2 и 5 2 / 

ра ё ий - 
Аналитическая функция *’ строго монотонна, определена в неко- 

ЕР = 

‚ где либо У =’, , 2 Га А р < да ЕЗДА = на торой окрестности точки 
т и = И ` 1 т 

либо “ =/ „и имеет обратную 5 . Используя параметричес- 
, и 

я ег ттт Е Е у ту м а м 2 - А и ра (7 и. Е те. 

кие представления /3.4/ и /3.5/ функции ©: / беке( 1 — К 

легко моно найти уравнения, задающие мнозество значений функции 

    

  
    

й щей ло: р 
ЕР» Ех ХО ЛАМ. А в А 

ПДА ХЕ тих * 

ь а = 
в - и и, у # 
РЕ МУЖЕ И 

& # + + =- = 

я ий ! 
2 бт "А ши! “ 

т , Ия ие а 

с — О в /9.6 

р и } р 38 м,й Я 
Е, и, - ЕЕ 1 

|. 

5“ 
д 4 4 Я ый 1 1 и | = 

- т т ен 
} МЕ. ВА ГА . 

: ^ и ^ | 

| | 

Ру 
| } т ий * в ра “ } - 2 + ЕЕ Е д, } 
| И; #2; р р Ч её, .: | 
| м и. и } > ыы * у 
| о} 9 

| 124 /3.7/ 
: 
: ' т 
: 

: 

: | 
$ { 

ИЯ оз а: Ито ма | 
„Уашад Сы, Ей; ранней Е | 

.. , . ви 
Заметим, что во всех точках множества // , удовлетворяю- 

ших условиям основной теорелы, имеет место только один тип урав-



д
}
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нения из /9.6/, /3.7/. Результаты /9.4/, /3.6/ и /3.5/, /3.7/, 

очевидно, исчернывают содерхание случая с/ основной теоремы, 

включая в себя результаты /5. 58/, /5.60/ и /5.59/, /5.61/ как 

частный случай, когда ИП == $,
 А

З 

з 

Перейцем теперь к рассмотрению второго случая, когда 

  

    

2. т = др = 5.8/ 

= Ш . пы В ить к 

Запишем уравнение /В.Т1/, полатая 7 = : 

ЕЕ, ‚7 АЯ) в Ё^. АЯ ег ий 1 

И, А ви и { 
ой - и ^ 

Е — Пр, р Е а у 
МРК. {= ед. Е.Р й: У /9.9/ 

ОИвх/ ЮКивя еКосИ 1 

гце аналитическая Функция Л” одной переменной определена и 

имеет отличную от нуля производную Г” в некоторой окрестности 

кадлой из несовпадающих точек, задаваемнх значениями функции 

ОЕ. к 7, 22 _ = _ . —__. 
Е 7 /х . = Уравнения г Ре „97 запинетя для кортеха 

2 * я — Е = ии ^. › я с и} и } 

ы тя Ка ‚2; 2. ХА, Е ‚ де Иез , ох с ия # ‚и 

разренмим = относительно (&.*?’ , вводя естественным образом 
я м . т-а я я реке ИЕ 2-2 7- -2 уе. . 29 & р „= Е с < 

параметры 2, <; зннь, Се у Ри у Ра зе би Гаи В 

| . | д ЗИ. Е жж со риа У, 
бе = И и ТЕ Ха Ри 1. /з.то/ 

НТ и = Функция определена в некоторой окрестности точки 
: ; д = и) 
(01 “ сте = , строго монотонна, так как О, 

 ^. Используя параметрическое препотаъвление 
и имеет обратную т
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< “"- — 
ии 2 ; > 

их О с: Ир 7х 2 кл а /э.то/ для функции ОСАО, ^` › Легко находим урав- 
нение, залающее мнолество значений функция 

-+ #2 г Е . ь 7177 Е # 7-я ия Ире 
А. РАКЕ, д Е 7: аи 

Ри Е} {17 Е. .: РИ у УНЕ, Я ЧУ а УЕ т { . . = рае РЕ не й 

а 1 } 
Е Хх иен т 

/ 

  

          
Ти, НП вн Акт, дызЯ = ее ИНК. РИ ореазЖ * ИКИ { =) $) Т г. > ъ Мы э 4 

Я г Ге ел ; в . = з 1 р ; я м: 2 : ; 21 ГИУ 4 иене у ИТ р: 

Замети:, что результат /7.3/, /7.4/ является частным случаем 

только что полученного, когда узи -Г = , С другой сторо- 
ны, результат /О.10/, /Э.11/ не содеркит результата /4.7/, /4.8/, 

тиф = Я . Однако, строение определителей ИИ и > когда 

/4.В8/ одинаковое. Поэтому можно объединить в одной записи ре- 

зультаты /4.7/, /4.3/ и /2.№/, /З.ЛЛИ, которне, очевидно, и 

составляют содеруание случая Я / доказызаехой теоремы. 

Перейпем, наконец, Е рассмотрению последнего, третьего, слу-. 

чая, когда 

т меб 
ИЗ12/ 

Е о =
 

кз
 ы я с
 я а с
 

® -
 

ыы
 

=“
 

- и 5 

    

7 Я я _ —. 
Е ЕЕК с а : : 7 м } : 3 | БИ Е И. ЖЕ д & я 2! Кии я / 4 | 

# р ТЕ е # * е у" : г ‚ 4 { ‘ 64 = А 7 } 
= # ? 

} 
—. _ —_ | 

РНС. 1 в д 2; / рай | УТЕРИ! м’; НЕЕ с, АГ 27 в г" | ий Г Ий 2” 1: КНУ! и: о 11! 
| 

: 

Ри , Я @ То 
у 

| 

| [ет ти Хи; Ки 7 а АЕ зой ии я | Е. ых ый ЕК й а : = Я 7 < 2 | ; ; я 
} : 
| : - } 
| <; ПН а, 2” Иа и Е ха, КЕ АР М 1 

`` 2” г и # и у В
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Поскольку 5 хи-е ,‚ в уравнении /3,.Т3З/ можно переставить 

элементы 2, @ у э
о
 

  

ар ар от ПА а р А Ш 
РА Я г © Я 1-Е у АЙ $ Я и м. 2/ Я } 

о } 

Ё м | 

; Па. > д РЁ, ни = ВЕ : 

} З, 9! АЕ, д7.. и, АА, 7 Е Я 4 1 

{° 2 г я } ий | 

: 
р 7} с д 

, о 9.1 1/ 
} : 

> > т “} Ар и и Е А т ие ( = М АА я : 

АМ, ЕЕ 5, # А Е и РЕ сы, ра Ир # вы Ра аа м : 
| : - | 
{ я . 

. } 
| Ая ый я ео м. | : > : 2 27, 1-9 ях хе Е .- ом, : . 

. г: Ной, Рае РЕ РАЙ ВИ: И 4 
2: и Я: 

  

Эквивалентные уравнения /9.13/ и /3.ТА/ опоеделяют, напри- 

мер, (‹.Ё/ как ощну и ту ке функцию переменной (‹.%/ .„ Срав- 
и 

и я 
нивая лва выражения для производной функции (‹.Ё/ по перемен- 

ной г... , найщенные из неявных заданий /2.1/ и /З.ЛА/ ‚ по- 

лучаем 

28 =” и 2 Пл =. и. И 5 ый: Ух Бы 1 27 Ай): 
: ЕН Ра: #2 (Ой. и} 

Ви =О. Из.15/     

  

— + : —- 
И 2 ТА: мА 57 2}; 

УТ. ЕЕ" 65 7 в. ВИН... Е. 9 
Е г — я р. 

3 

ера А = = 
где через , озозначены алгебраические пополнения к соответст- 

вующим элементам определителей /9.13/ и /Э.1А/. Забиксируем в 

я Я 75 т = АНЯ : — ре > а #- 9% -й равенстве /Э.Т5/ значения всех переменных, кроме (‹2А..6,*/; 

г > ей — ‚ 9 79 Е Г а дате И . .9 

Ач, В.И = СЕТ #.%// 018 1. / 

те -- #7 - МР В Ил ве УТ: и 2 ИЕР -А Иа < 
причеь: иг, В. ИШЕ , 0 Ре ХИ Е "нтегрируя Еоуя 

последнее соотношение по переменной (‹:х/ 
а 

ние для функции ^^’ :
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ры д; Я И 2. ЯВ = ;} г А р 5-4 7 ;— Ра РР О ТР ; С = МЕР, М.Н 714972. В = $. Кой, 1,21}, 9. 
я 

Подставим функцию /9.16/ в уравнение /3.13/, Слагаеное 

исчезает в каждом столбце в линейной комбинации со столбпом из 

единиц. Ненулевой мнохитель © может быть вынесен из каждого 

— и 

А 

столбца. В результате получаем 

+
,
 

    

мн г .. - - / 
#2 и 2, ре д: г ? ти 
ПЕ. КОЕМ .,, ДЕТИ 

Г УЕ У в ^^ 

7? —= 7} ИРУ =: 
РР ‚Е д? {7 Ро -% 1; : АЕ г И ЕЕ Н.Н Е, 1 [т РЕ Ме а, 1 

< р и ы 

д и 
Г : ны У , ри Е, /9. РИ 

= ф т УЕ и тт Р . з = = и Е, я: РАД бы { 
АР 22...19] ЕЕ й М , ЯРЕСЕЕ И) у 

И /_ . м о ПА Обр, в 

Пирре МИРР. В ‚ НН. Ч.тЫ 1 

ействительности, есть тохдество по всем вхо- Уравнение /3.17/ вл 

дящим в него переменным, так как нет зависимости от Ги. * Ау. т/ › 

Прочиференцируем тохдество /2.[7/ по переменным 61-971 С. 

УЛ въ» СЕТИ 

А. ИА А, и АЕ й.. Р-Р ты, ^ т. р Хей... ти =, 
гг 
ва. = Ре г. * 

РКИ 9) И. Ё ЕР В г 

что противоречит необращению в нуль каждого из сомнохителей. ус- 

тановление противоречия оз начает, что уравнение 3.13/ для 

2  несотыестно по перестановкам элементов © ‚#8. 
ны реЕ = 
Е а ПР > 5 Н: г: 4 

и У ыы ар 2 2 = САРУ пля РУ? я о 2. 8 

ро То есть бизические структуры ранга ‹ 

не сучествуют. 

В конце сельмого параграйа бнло доказано, что не существую 

бизические структнре ранга рии, для #7 > 0 , то есть 

ев идно, что это есть частный случай 
— „м. т 

г № Рита } : 5 2 
р ® для г) оч 

только что полученного результата, Олнако, в конце четвертого



аи 

= Я - 

параграфа бнло доказано несушествование физических структур 
я. зе 

ранга (77’.</ для /7 22  „Объециняя два результата конца 

четвертого и настоящего параграфов, нохем сказать, что бинарные 

бизические структуры ранга {77.9 для змеи , 
м 

кроме случая 7 =И*7 =“ , ие судествуют. сто утверхление и 

составляет содерлание случая е/ основной теореги. 

рапомним, что результаты /.15/, /с.Т5/ составляют содерла- 

ние случая а/ основной теорены, результаты /4.17/, /4.18/ - 

случая в/, результаты /Э.4/, /9.6/ и /9.5/, ити - случая с/, 

результаты /4.7/, /4.3/ и /3З.10/, /3.П/.- случая «у. 

Таким образом, основная теореуа панной работы полностью цо- 

казаВа»



№ } А 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 



ам 

- 158 - 

$ [. Некоторые замечания , 

В основной части данной работы рассмотрены бинарные физи- 

ческие структуры ранга {7}, 7) при условий (7? зе, 

Установлено, что зизические структуры судествуют для 2/7 > я 

Па , тех = и не существуют для всех 

других пар значений целых чисел “’ и {1 ‹„ Ограначение лгзп 

бнло введено. ‘для. ‘многочисленных оговорок. Полученные „фезульта- 

фы могут? быть естественным образом распространены на вее пары 

значении целых чисел 2 и и>8 с Для наглядности 

удобно содерхание основной теоремы представить на диаграме; . 

  

  

Иа | Па диаграме точкой отмечены 

: физические структуры, сущест- 

р вующие в одном варианте, Кру- 

зочком с точкой в центре - 

° цизические структуры, суцест- 

РИ — вующие в двух вариантах. 2 за- 

о , . И штрихованной области бизичес- 

1... СЕ... — 8 отруитуры не существу 
чб 97 & 77 

.. настоящей радоте рассмотрены оинарные физические острук- 
Я: ре 

Туры ранга ‹’'’.':л на двух мнодествах “2 и *? 5 этот 

случаи является одним из возмохных в логической схеме, предназ- 

наченнон для математической формулировки основной идеи теории 

фазических структур - ицеи "равноправия" бизических объектов 

по отношению к сизическому закону, записанному в хеноменологи- 

чески инвариавтной борме. на рассмотренном бинарном случае 

момно увидеть и понять характерные особенности излагаемого иа- 

тематического цормализма, Однако, для того чтобы описать с



де” 

у 
© 

ре 
$ — - 55 

единой точки зрения все возмовные зизические теории беноменоло- 

гического тина, необходимо рассмотреть исходный принцин феноме- 

нологической симметрии в его ниаболее общем виде 18: . 

5 обобдевиоы формулировке имеется числовая функция, опреде- 

ленная на прамом произведении не двух, а, вообще говоря, ; | 

мношеств.: 

Я х ии = / 8, х од“ Хх И 

то есть каддому кортежу ч‹.22....04> © 

ставится в соответствие некоторое число “г, {. Е 
= и ; г 2 &и 12 а Г 5. 993, р 
ед (д (АЯ „ Вортежу <е:;: ее 1. 12/а.. 2... 

ы ъй ри р р 

Ей 21„> к ИЕ, 176 * глу=. Ри? ШЗ прямого произведения //9 ^ 6. *'0“ (79% , у 

ще 7. зи... №77 в , будет при этом соответство- 

звать числовая матрица размера 27. < "2х... 77 к 

ТТ; к 
* тар М. ба}. 2 ,. ‚  СЖУК,,- ми Е к 

=“ 
и . 

рассматриваемая как точка /”.:’...7"„ -мерноро пространст- 
У РЕРТ-, #7 . 

ва /“ | ‚ Основное условие состоит в том, чтобы кно- 

хество значении построенной функции 

ке ТА я горе , + 22 

РИ, ‘ИБ. бх х 27Ё Би “ * 
ЛЕ ы; < Ух а ® зи» НЕ А 7 1“ 

представляло собой поверхность в ^ ’° °’ ^, задаваемую 

уравнением 97=0 , гще 7 - аналитическая функция 

71... к — переменных. 

цак показали предварительные исследования, при некоторых 

дополнительных условиях, обобщающих акспомн А и С, для А>З 

цуизические структуры ранга ’’”.. 7”... . 1/7” л/ существуют 

только в простейшем случае #7: = 7. =, = 77а в форме 

а тривиальных аддитивных соотношений, обобщающих результат /1.3/. 

для всех другах сочетании значений целых чисел #1... к



6 

= а - 

& -арные флзические структуры ранга (:77,.,7?..,...7ь) © 

к » 3 не существуют, в то время как бинарные физические струк- 

туры ранга ('’. 177 с я & = существуют не только в прос- 

тейшем случае /’ = 1 = 2 о. Указанное отличие позволяет по- 

нять особую роль, которую играют бинарные отношения в бизике 

и математике, папример, тернарные физические структуры ранга 

(т.г, йл на трех мнонествах 776.76, А существуют толь- 

ко для 777 = = и не вудествуют для всех других троек 
р 

значении целых чисел #.'?. г , В частности, для 7 = = 

Е == , Бозможно в этом следует искать причину несодерка- 

тельности теории трехмерных определителей. С другой стороны з- 

метим, что определители /Г.5/ и /Т.6/, с помощью которых описн- 

ваюрся бинарные сизические структуры ранга { 7. '’'/ пля 

773 ^^ ‚ имекф строение опрелелителей Грама и Кэли-иенге- 

ра, соответственно» 
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$ 2. Геометрические следствия 

В основной теофеме между множествами 6 и (6 ‚ кроме 

аксиом физической структуры, никакой дополнительной связи не пред- 

полагалось. Предполохим теперь, что множества //б и 76 сов- 

падают. В этом случае основную теорему естественно сбормулеровать 

для И=Иза . 

СЛЕДСТВИЕ. Поли пара < 78, @: ИП образует бинар- 

ную физическую структуру ранга {(/7./ , где И» Я.то в любых ок- 

рестностях Ю (. 65): 1 произвольных точек (о.(2 < Иб найдутся 

элешенты 21 Е Се), (1 Е ИЕ ‚ для некоторых окрестностей 

(1), АС ((:/ „ЕОторнх мнолество значений бункции ВРС: 

[РС; ;27" >^ может бнть задано либо уравнением 

ИК ШЕЯ... а. 
. ра хр е #:9 фе КУГИ 0. ФЕрУЯ 

| 

7? 

Грол УГ 2 У 

либо 

0 1 1 и, 

ИДО УЛ 5... ИЕН 

1 ФИО. УЛ... Я 1=О, ие/ 

>
 

>
 

= 

# 

иудеев иРгех хгая 

ть 
о
в
ч
и
н
ы
 

ан
т 

  { УС УЛ 0... 
о 2 _ д г у Е а + ; . О + р: 

тие С, , ё и , К взр, 2 = А (Е.Л (/ 
? 

строго монотонная аналитическая зункция одной переменной, опреде- 

Г = 
лённая в некоторой окрестности точки (61.24) К.
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В полученном следствии элементы 6, и (, могут быть различны- 

ши, а их окрестности 2.) и ^”(#:) не обязательно пересекаются. 

Интересные выводы из результатов /Т/, /2/ могут быть сделанн, если 

предполовить, что окрестности 0(1:) и Ю(Е/) пересекаются. Это воз- 

’ можно, например, тогда, когда (,=(, или если функция (  про- 

полхается аналитически на всё мнохество значений исходной функции 

0.7754 778 Ю.В этом случае в уравнениях /Т/, /2/ мояно поло- 

БИТЬ", и, ЗИ 

УкесЛо УЕОМ .. ИСУ 
ИР * ГЕ г, Е т 38} Ул и. зна Г.Я 

ххх яя хз ру тиф ИР 

} г “ г . 
— . | 

Ул У] и, ии | 

0 1 4 1 

1 У УЛ... (ели 

1 ФЛ ОА (4 ЮО во. м 
роки хх рр тири РР и Е 

    { УКо УЮ с.. У 

Заметим, что определители /З/, /4/ имеют строение определителей 

Грама и Кэли-Менгера соответственно. Поэтому соотношения /З7, /4/ 

могут быть интерпретированы как некоторые известные связи в геомет- 

рии. 

Пусть, например, множество //5  есть(/7-2) - мерная сфера 

радлуса ^ и УЕ] = С05( 2.) И), тде ‹/ есть рас- 

стояние мехлу точками С.) Е16 , определяемое длиной дуги боль- 

шого круга. Обращение в нуль определителя /3/ означает, что объём 

{т-1)- мерного сберического симплекса, построенного на 77? про-
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ВОЛЬНЫХ точках сферы, всегда равен нулю. Аналогичная связь име- 

ет место для псевдосферы, а таке для пространства отрицательной 

кривизны, когда #/76./// = СИ ( бери! 

Бели не 76 `- евклидовое (2-2) -мерное пространство и 

= 2: есть квадрат расстояния 2, между точками 

6./Е /7Е , то обращение в нуль определителя Коли-Менгера /4/ 

фактически означает, что объём (77-1) -мерного симилекса, по- 

строенного на любых #7  зочках, всегда равен нулю. Заметим, 

что соотношение /4/ с Ее) = _ имеет место и для нсев- 

доевклиновых пространств, например, для четнрёхмерного простран- 

стза-времени Уинковского. 

Блюменталь | в своей монографии рассматривал метрические 

пространства и множества, взаимные расстояния мехду точками кото- 

рых удовлетворяют соотношениям типа /З/, /4/. Результаты настоя- 

щей работы в каком-то смнсле предваряют исследования Блюменталя. 

Действительно, уравнения /З/, /4/ являются частными следствиями. 

основной теоремы, то есть вытекают из аксиом физической структу- 

ры /принцина беноменологической симметрии/. Вто зе время Блюмен- 

таль постулирует эти уравнения, рассматривая именно их как исход- 

ные аксиомы. 
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