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| | < хдоики 
$ т. Некоторые примеры иэ геометрии и сизики 

Рассмотрим сначала в качестве простого и наглядного примера 

-евклилову плоскость. В декартовой прямоугольной системе координат 

квадрат расстояния между двумя произвольными точками 2 = (5%(2), 

УЛ и ] = (2,9) ‘задаётся известным выражением: 

(Е!) = (2-2 р2" + (91-9 ()®. (1) 

Заметим, что метрика (Т) невырождена, то есть координаты точек & 

и / входят в неё существенным образом. Последнее ознамает, что 

запись метрики (Т) в виде (7) = (2%), 92), Фор, 9др) или 

| Д)= (Хфхе, ча), х0),90)) невозможна ни для каких глад- 

ких функций Фи и от двух и трех переменных. 

По метрике (Т) можно найти группу всех гладких преобразова- 

ний евклидовой плоскоети 

и'=А(5,9), Ч’ = 6 (5,9), (2) 

относительно которой эта метрика является двухточечным инвариан- 

том, то есть сохраняется. В самом деле, если преобразования (2) 

сохраняют‘ расстояние (Т) для любых двух точек с и / ‚ то от- 

носительно функций А и © получаем уравнение 

. ола р уфе нее . В лог ;: (осел ут (Ч -У Л селе) 9-9), (3) 

репение которого находится без каких-либо дополнительных ограни- 

чений на свойства этих функций (в частности, без предположения 

0б их линейности или аналитичности): - 

= со + 9 + с, 

(4) 
{отт бх зач+о,



= В = 

р 2, 2 
прим О А7=1 (ом. $3, мя. 1. 

Трёхнараметрическая групна преобразований (4) кооодинатнси 

плоскости 15,92 определяет по Клейну /1/ геометрик липовой 

плоскости. Можно показать, что, с точностью до одной произволь- 

ной функции от одной переменной, метрика (Т) является единствен- 

ным двухточечным инвариантом группы (4). С другой стороны, гоуп- 

повая симметрия евклидовой плоскости, задаваемая преобразования- 

ми (4), есть однозначное следствие условия сохранения метрики (Г). 

Таким образом, невырожденная метрика (Т) определяет геометрию ев- 

клидовой плоскости в той же мере и с той же степенью полноты, как 

её определяет группа преобразований (4). 

Возьмём на евклиповой плоскости четыре произвольные точки {. , 

1 д.6, ‘между которыми по метрике (Т) найдём шесть взаим- 

ных расстояний. Известно (см, /44/, с. 290), что эти шесть рас- 

стояний функционально связаны, обращая в нуль опрецелитель Кэли- 

Менгера пятого порядка: 

  

о 1 1 1 1 
| 4 О а)  таю Ее) 

4’ 4 о КЮ 50. 5 

{« З@аЮ КЮ 0 1462) 

+ 200 К об   
Геометрический смысл соотношения (5) состоит в том, что объём тет- 

раэдра с вершинами 5 Я я К , @ , лежащими на плоскости, ра- 
вен нулю. По терминологии Ю.И.Кулакова /2/, соотношение (5), спра- 

ведливое для любой четвёрки точек, выражает феноменологическую сим- 

метрию евклидовой плоскости.
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Выясним теперь, исходя из простых и нестрогих соображений, 

как могут быть связаны мекду собой о и группо- 

вая симметрии в общем случае для любой плоской геометрии с невы- 

рожденной метрикой (плоскости Минковского, плоскости Лабачевско- 

го, симплектической плоскости, двумерной сферы и т.д.). Жёсткая 

фигура на плоскости при любом разумном определении понятия дви- 

кения имеет три степени свободы. Возьмём фигуру из четырёх точек 

И зададим каждую из них двумя координатами. Тогда вея фигура бу- 

дет задана восемью коорпинатами. Шесть попафных расстояний меж- 

пу четырьмя точками должны быть зависимы, так как, в противном 

случае, при двикении ибсткой фигуры восемь координат были бы 

связаны шестью независимыми соотношениями и число степеней сво- 

болы оказалось бы равным двум: 8 - 6 =#. Поэтому должна суще- 

ствовать функциональная связь мекду шестью расстояниями для лю- 

бых четырёх точек & , у ‚к, е. 

Фар, даю, фа, О, е), Уске)=о, = (0) 

конкретное выражение которой в случае евклидовой плоскости зада- 

ётся уравнением (5). Аналогичные соображения приводят к выводу, 

что если феноменологическая симметрия выражается некоторой зави- 

симостью (6), то существует такая трёхпараметрическая группа пре- 

образований плоскости 

=Л(ж,9,@),9’= б(ж,ч, а), (7) 

гле =(4* 8, с) ‚ относительно которой метрика УС) 

является двухточечным инвариантом. 

В Гельмгольц /З/ в своей знаменитой работе "0 фактах, лека- 

щих в основании геометрии" высказал предполокение, что метрика п.- 

мерного пространства не может быть произвольной, если в этом про- 

странстве "твёрцое" тело имеет 72 (2+1)/2 степеней свободы. Но в 
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таком случае между всеми взаимными расстояниями для произвольных 

‚п.+ а точек "твёрдого" тела должна, ИИ 

связь, так как при её отсутствии число степеней свободы (И.+2)- 

точечной _кёСТКой фигуры с общим располозением точек в простран- 

‚стве, движение которой однозначно опрелеляет движение всего 

"твёрдого" тела, уменьшится ровно на единицу. Поэтому естествен- 

но было препположить, что фэноменологическая симметрия п. -мер- 

ного пространства невозможна при произвольной метрике. Для одно- 

мерного и двумерного случаев это было показано в работах автора 

/4/, /5/, а для трёхмерного - в работе В.Х.Льва /6/, Заметим, 

кстати, что задачу определения всех плоских геометрий, в которых 

"положение плоской фигуры в её плоскости определяется тремя ус- 

ловиями", впервые чётко сформулировал А.Пуанкаре /7/ в его из- 

вестной работе "Об основных гипотезах геометрии“ 

Геометрия пространств с метрикой паёт нам пример некоторой 

структуры на одном мнокестве, в отличии от физики, основные за- 

коны которой выражают отношения между различными множествами фи- 
<> © зических объектов. Задание метрики на множестве, понимаемой в са- 

мом общем смысле как некоторая функция пары точек, определяет гео- 

метрию пространства. По известной метрике можно найти полную груп- 

пу длвихений, то есть таких преобразований пространства, относи- 

тельно которых эта метрика сохраняется, являясь их двухточечным 

Па 4 
и
 инвариантом. Групповая симметрия лекит в основе "Эрлангенской 

програмы" @.Клейна /1/ 1872 г., согласно которой геометрия есть 

теория инвариантов данной группы преобразований исходного мнокест- 

ва. Тем самым метрическое и групповое задания геометрии могут ока- 

заться эквивалентными, что отмечено автором и >. И/епе в ра- 

ботах /8/ и /9/ соответственно. С другой стороны, в геометрии поо- 

является так называемая феноменологическая симметрия, на которую 

особое внимание обратил Ю.И.Кулаков /2/, сцелав её основным прин-
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ципом своей теории физических структур /10/. Сущность феномено- 

логической симметрии состоит в том, что в м, -мерном пространст- 

ве между всеми взаимными расстояниями для и.+2 произвольных то- 

чек имеется функциональная связь. 

Основной задамей первой главы настоящей диссертации являет- 

ся формулировка достаточно общего определения феноменологической 

и врупповой симметрий в геометрии и установление их полной экви- 

вал чености. Детально эта эквивалентность прослеживается на при- 

`.зре двумерных (плоских) геометрий.. 

В исследованиях по основаниям физики Ю.И.Кулаковым /ТО/ бы- 

ла предложена некоторая математическая модель строения физическо- 

го закона как феноменологически инварбиантной связи между измеряе- 

мыми в опыте величинами. Эта модель, именуемая физической струк- 

турой, имеет геометрический характер, прилокима к обычной геомет- 

рии и монет рассматриваться как своеобразная геометрия двух мно- 

кеств. В новой геометрии можно ввести движение как пару таких 

преобразований исходных множеств, которые сохраняют расстояние 

Следуя Ю.И.Кулакову /10/, рассмотрим второй закон Ньютона в 

механике и закон Ома в электродинамике, записав их в такой форме, 

которая позволит выявить феноменологическую симметрию этих зако- 

нов. 

Пусть & - материальное тело, масса которого равна И) , 

и < - ускоритель, то есть любое другое тело, которое, действуя 

на материальные тела, сообщает им ускорение и характеризуется си- 

дой /(4). Измеряемой в опыте величиной является ускорение (44), 

которое телу 2 сообщает ускоритёль © . Второй закон Ньютона в 

его традиционной форме утверждает, что произведение массы тела на 

сообщаемое ему ускорение равно действующей силе: 

т) @ а) =Ё@), (8) 
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Пусть, далее, 2 , / - лва произвольных тела и « ‚р - 

два произвольных ускорителя. Дополнительно к (8) мы можем запи- 

САТЬ: 

т) @ (ЕВ) = РСА, 

то) ада) = Ри}, 

трав) = РВ. 
Е а / 
Из четырёх уравнений (8), (8) мокно исключить массы и силы и 

(8*) 

получить функционельную связь только между измеряемыми в опыте 

ускорениями: 

(2%) @ р) - 92 @ м) =-О. (9) 

По терминологии Ю.И.Кулакова соотношение (9), справедливое для 

любых двух материальных тел с ‚/ и любых двух ускорителей «., 

р ‚ представляет собой феноменологически инвариантную форму 

второго закона Ньютона. 

В электродинамике постоянных токов проводнику г, сопротив- 

ление которого равно А(2) ‚, и источнику тока % , у которого © @)- 

электродвикущая сила, а 24) - внутреннее сопротивление, сопос- 

тавляется ток (ых) ‚ измеряемый в соответствующей простой замк- 

нутой цепи. Величина тока определяется законом Ома для полной 

цепи: | 

95) = & 9/0) += )). (10) 
э 

, | 

Пусть, далее, < ‚/ , х - три произвольных проводника и ©“ , 

В - два произвольных источника тока. Тогда дополнительно к току 

(Т0) можно определить ещё пять его знамений: 

(ев), 9), 79 в) ‚9 САы), СКА). `(т0’) 

х 
{ 

. 

‘Из шести выражений (10), (10) мокно исключить сопротивления 

проводников А(2), Ю() ‚ Ю(Ё) ,‚ электродвикущие силы источ-
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> а . : 

ников тока С(%), ССВ) ‚ их внутренние сопротивления ©) , 

ССВ) и получить связь только между измеряемыми в опыте токами: 

9 (4) Ув) Зач) З(ер) 

+
 

н-
 

<
 

99% ЗЧ) 90594) | =0. 

|5) ЭВ) ЗО ЭС 
Соотношение (11), справедливое для любых трёх проводников 2, / , 

К и любых двух источников тока © ‚ В ‚ есть феноменологически 

инвариантная форма закона Ома. 

В работе /10/ Ю.И.Кулаковым такке показано, как, исходя из 

феноменологически инвариантных форм (9) и (1Т) второго закона | 

Ньютона и закона Ома, поийти к их традиционной форме (8) и (10), 

вводя естественным образом массу тела 7 ‚ силу ускорителя А, 

сопротивление проводника К ,‚ электропвикущую силу источника с 

и его внутреннее сопротивление # . 

Обращает на себя внимание принципиальная общность соотноше- 

ний (5), (9), (11), которые выражают функциональные связи толь- 

ко между измеряемыми в опыте величинами, причём эти связи фено- 

менологически инвариантны: для любых четырёх точек 6, ‚К, 6 

евклидовой плоскости справедливо соотношение (5), для любых пвух 

тел 2 ‚/ и любых двух ускорителей < ‚ В выполняется состноше- 

ние (9) и, наконец, для любых трёх проводников 2 / ‚ Ки любых 

двух источников тока &% ‚В имеет место соотношение (1Т). В раз- 

ных случаях мы имеем дело с функцией двух точек, определяющей об- 

общённую метрику. В соотношении (5) такой функцией является квад- 

рат расстояния между точками одной и той же евклидовой плоскости. 

В соотношении (9) это ускорение С, которое можно рассматривать 

как обобщённое расстояние между точками различных множеств - мно- 

жества материальных тел и множества ускорителей. Аналогично в со-
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о отношении (ТТ) ток 3 можно рассматривать как обобщённое рас- 

стояние межпу точкой из множества проводников и точкой из мно- 

жества источников тока. Согласно терминологии Ю.И.Кулакова 

/ТО/, ускорение @. на множестве материальных тел и множестве 

ускорителей задаёт физическую структуру ранга (2,2), а ток З 

на мнокестве проводников и множестве источников тока - физическую 

структуру ранга (3,2). Эти структуры можно рассматривать как 

своеобразные геометрии двух множеств, феноменологическая симмет- 

рия которых выражается соотношениями (9) и (11). Заметим также, 

что феноменологически инвариантные фофмы (9) и (11) законов Нью- 

тона и Ома с точностью до переобознамения (@)>@ и #(9)>3 

гле 9” - произвольная функция одной переменной, оказываются един- 

ственно возможными. 

На примере евклидовой плоскости мы уже знаем, что её феноме- 

нологическая симметрия, задаваемая соотношением (5), и групповая 

симметрия, определяемая группой движений (3), тесно между собой 

связаны, поскольку метрика (Т) невырокдена. Естественно было 

предположить, что аналогичная ситуация имеет место и в геометрии 

двух множеств (физической структуре). Под движением в этой гео- 

метрии будем понимать такие пва одновременных преобразования мно- 

жеств, при которых сохраняется расстояние между любыми двумя их 

точками. В случае механики преобразование мнокества материальных 

тел и преобразование множества ускорителей: 

д и ! (7 } 
т = д) , = б(АР, (12) 

является движением, если сохраняется ускорение, определяемое вто- 

рым законом Ньютона (8): 

Е’/т’ = Р/т. (13)
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Относительно функций Л’и С преобразований (12) получается урав- 

нение, решение которого легко находится методом разделения пере- 

менных: 

| 
пи = ст, Г = СР, (14) = 

ге С+0О - произвольный параметр. Преобразования (14) запают 

одногараметрическую группу движений, которая определяет групповую 

симметрию физической структуры ранга (2,2), задаваемой на мночест- 

ве материальных тел и множестве ускорителей функцией ©. 

о
 

3
 с Я к Ф ея
 

>
 ©
 29
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3 Если известна группа преобразований (14), то уст 

быть найдено как её нвухточечный инвариант по уравнению 

1 и 
а(т', Е’) = ат,Е). 

Решение этого уравнения определяет закон Ньютона (8) с точностью 

до одной функции от одной переменной: 

— 7? Г? „ \ 
я = “(ЁР/т). 

Содеркательный смысл функции у состоит в возможности выбора 

шкалы прибора, измеряющего ускорение. Ясно, что физический смыел 

второго закона Ньютона, его феноменологическая и гоупповая сим- 

метрии не должны зависеть от градуировки шкалы измерительного 

прибоза. 

Найдём теперь, какие преобразования мнокества проводников и 

множества источников тока; 

1 , . гие =} (г  _ 5 ик №} 

д’ =Л(®), Е =б( с," ,  =рсе,*) {15 

сохраняют величину тока, определяемого законом Ома (10). Для э:2- 

го надо решить соответствующее уравнение сохранения:
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Для решения перепишем его в вице 

(А(А) + р(Е/ 6 (Е, =) = (В+ЕМЕ 

и затем продибференцируем по переменной ® . После разделения 

переменных находим: | 

б(Е, ИЕ =@ = ео 

и, возвращаясь в исхолное уравнение, получаем окончательно: 

| # с к 
д(®) =аЮ+8 ‚0 (<,7)=а6, р(Е,*)= ае-в, (6) 

Преобразования (15) с функциями (16), где С +0 , составля- 

ют двухпараметрическую группу движений: 

Ю'=ар+ё, Е’= ВЕ, Е’=а2-й, с (1 

которая определяет групповую симметрию физической структуры ран- 

га (3,2), задаваемой на множестве проводников и множестве источ- 

ников тока функцией Я.С другой стороны, по группе преобразо- 

ваний (17) можно восстановить закон Ома, рассматривая величину 

тока как её двухточечный инвариант: 

р си нло 9(К',&', =’) = 9(В,Е,"), 

Решение этого уравнения содержит произвол в одну функцию от од- 

ной переменной: 

Я = ИСЕ/(Ю+2)), 

который не меняет физический смысл закона Ома, его феноменологи- 

° ческую и групповую симметрии, отражая возможность изменения шка- 

лы амперметра.
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$ 2. Основные опоеделения и результаты диссертации 

В этом параграфе Введения будет дано краткое изложение ос- 

новных опрецелений и результатов диссертации. Сначала по первой 

главе, в которой изучаются феноменологическая и групповая си- 

метрии в обычной геометрии, рассматриваемой как физическая струк- 

тура на одном множестве, а затем по второй, в которой исследуют- 

ся собственно физические структуры, представляющие собой своеоб- 

разную геометрию двух множеств. | 

‘Пусть имеется множество 776 произвольной природы, точки ко- 

торого обознамим строчными латинскими буквами, а также Функция: 

Г. 6; —Ю ‚ге с, Сс 775х775 , сопоставляслая упоряпочен- 
м 

ной паре «<> = ©. некоторое вещественное число уе = к . 

бункцию т будем иногда называть метрикой, не требуя; однако, её 

положительной определённоети и выполнения обычных метрических 

аксиом. Будем предполагать, что выполняется следующее условие: 

А. Если две произвольные точки 2 ; у из 775 различны, то 

для некоторого А < 772 либо <2А> , </А>Е Обри (ЕК) == $8 

либо <&2> , <А}> = б.. И СЕ) СКт) . 

Смысл условия А состоит, прежде всего, в том, что рассматси- 

ваются только такие свойства пространства 772, рые вырахают- 

ся посрелетвом функции. у . Цо метрике я ‚ удовлетворяющей усло- 

ию А, на множестве 775 определяется отделимая топология задани- 

ем системы окрестностей 2/(2) каждой его точки г . Топологии в 

776 х 775 и других прямых произвелениях вводятся обычным обоазом 

как произведения топологий пространств-сомножителей. 

Пусть №.» - целое число. Для некоторого кортежа < К, Кн 

длины и. из 775” введём функнию ИА, КЛ ( "= РИА, и к.) 

сопоставляя точке с©/7 точку (САь,. ‚Зак Ки)ЕЮ” (У (К:2; 

а
 

ГА 
77. 

ге УСн Е А } ‚о если < К: <САр> Е ©; : {< Ер> 
У 

ру < Диё>2Е б;). ). В отнонении пространства 77 и исходной



у 
= 16 = 

функции $ будем предполагать выполнение следующих трёх аксиом: 

Т. Область определения $] $ Функции Я есть откоытое и 
9) . 9 

плотное в 176х778 множество. 

П. Существует открытое и плотное в 775 множество, для каж- 
э 

дой точки 2 которого найдётся в 775" такой кортеж длины № , 

Р 1} а и что для него либо отображение } “ , либо отображение 7 не- 
о , п". 

‘которой её окрестности (2) в А ‘является локальным гомео- 

морфизмом. 

Ш. бункция { достаточно гладкая в локальных координатах, 

описанных в аксиоме П, и плотно в М” мно ество таких корте- 
кей длины 2, ,‚ для которых отображение. Я” ( Я ") имеет 

ранг п, в точках плотного в 776 множества. 

Согласно аксиомам Пи Ш, открытое и плотное в 776 множест- 

во является гладким многообразием размерности И. (лемма 2, $ Т 
> 
т гл. Г). бункцию 7 , удовлетворяющую условиям аксиомы Ш, будем 

называть невырокденной. | 

Пусть, далее, 7 =П+2>3 . Введём 238 © фунцию Х’ , со- 

поставляя ортОВУкнуХ “аб >длины ги. из 776 2” ” точку (УС 2/) 
| т (т -1)/2 . (СК) ..., 72) = К ^^ , координаты которой я 

те -х)/ 2 .. 
‹ 2/2 определяются упооядоченнойи но исхолному кортеку 

<,
 

с В 

С
 

<.
|-
 

= 

последовательностью значений функции у для всех пар его эле- 

ментов </>, <ЕК>, и, ‚<2/ > , если эти пары принадленалт 5: . 

Область определения введённой функции в 775" ‘обозначим через 

бр. 
Определение { $ Тгл. Г). Будем поворить, что 

функция Я задаёт на множестве 776 феноменологически симметрич- 

ную И, -мерную геометрию расстояний ранга " =" та, ‚ если, 

кроме ус_овия А и аксиом Т,П,И, дополнительно имеет место сле- 

дуюж» аксиома: 

1У. Существует плотное в 9. множество, для каждого кор-
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| 
дз 

7 Ге Ги и я 3 ©. 
рестности 2“ (<;А‚..9>} найдётся такая достаточво гл... 

В 
о Г) _. и. > = ция 9: &—>А , опрепелённая некоторой области Сб Л о 

я наАЯ п + ие, аа в нео содержащей точку л (<4) К, >}, что в ней АСУ НО и мно- 
у 

т! 9 ). жество А (42) К„79>)) является подмножеством множества нулей 

функции г ‚ то есть 

ИЖРЕЯ С г 
95; 512, СЕК), ия 9 (9) = {2 

.. | 2/. 
для всех кортекей из. «Ки 1>). 

Аксиома ТУ составляет содержание принципа феноменологичес- 

кой симметрии в теории физических структур Ю.И.Кулакова /ТОИ. 
ит (7-1 

В Ю < 2. Рангом отоб- Функция [’ отображает область Ор 

ражения, как известно, называется ранг соответствующей функцио- 

нальной матрицы. 

Теорема ( $ Тгл. Г). Для того, чтобы функция У, 

удовлетворяющая условию А и аксиомам Т, П, Ш, задавала на мно- 

жестве 7/6 феноменологически симметричную п-мерную геометрию 

расстояний ранга 77 =Ика, , необходимо и достаточно, чтобы ранг 

отображения Г’ был равен 7 (77-1)/2 -1 на плотном в Ор ыно- 

жестве. 

Преобразование А множества 778 называется движением, если 

при нём сохраняется метрика $ . Последнее означает, что для каж- 

дой пары <2;> е Оу имеет место равенство 

САС, АО) = Ха ДЕЛУ = ЛЕ › 

если пара < Л(2), А(> Е ©; . Множество всех движений есть 

группа, для которой метрика $ является двухточечным инвариан- 

том. 

Определение ($ 2гл. ТГ). Будем говорить, что 

функция у задаёт на множестве 778 2 -мерную геометрию расстоя-



^^ 
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ний, наделённую групповой симметрией степени ип+1)[а , 

если, кроме условия А и аксиом Т,П,Ш, дополнительно имеет место 

следующая аксиома: | 

ТУ’. Существует открытое и плотное в ЙС множество, для 

каждой точки , которого определено эффективное гладкое действие 

и, (12.+1)/2 -мерной локальной группы Ли в некоторой окрестности 

#{(2) ‚ такое что действия ее-в окрестностях #(2) , (7) двух 

точек 2 ,/ ° совпадают в пересечении 06(2//] ИС), и что функ- 

ЦИЯ Я является двухточечным инвариантом. 

Теорема Т (5 2гл. 1). Для того, чтобы функция $, 

удовлетворяющая условию А и аксиомам Т,П,Ш, задавала на множестве 

775 № -мерную геометрию расстояний, наделённую групповой симмет- 

рией степени 2.(2+2)/2, необходимо и достаточно, чтобы ранг ото- 

бражения Л’ был равен 7? (т"-4)/2-2 на плотном в Ор множестве. 

Итоговым результатом первых двух параграфов первой главы яв- 

ляется установление эквивалентности феноменологической и групповой 

симметрий в П - мерной геометрии расстояний: - 

Теорема 2 ($ 2гл. Г). Для того, чтобы функция У за- 

давала на множестве 716 феноменологически симметричную и. -мерную 

геометрио расстояний ранга И.+2, ‚, необходимо и достаточно, чтобы 

эта функция задавала на 77 и, -мерную геометрию расстояний, наде- 

лённую групповой симметрией степени № ("+4)/Р.. 

Основные определения, результаты и методы исследования по 

$$ Т,2 первой главы опубликованы в работах автора /в/, ИЛИ. 

В последующих трёх параграфах этой главы эквивалентность фе- 

номенологической и групповой симметрий детально прослекивается на 

примере двумерных геометрий. 

° Ранее автором /5/ методом, разработанным в теории физических 

структур, были найдены все невырожленные беноменологически инвари- 

антные плоские метрики, удовлетворяющие некоторому уравнению (6) из
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$ Т введения. Выпишем здесь их локальные координатные препставл пе- 

ния с точностью до замены координат и переобозначения +({)*Хглз 

Я = произвольная функция одной переменной: 

— 5 = Си му + (ч-уЧя, 
1@))= С6$9(2) с0$9‹// С° (5% (2)- %‹/)) + $2т Е 9) , 

фер= $йч(1)$Й 9(])С0$ ((Ё)- х‹ — сп осй 9 <) 8 

(Ср = (5-24) “- (9) чи)", 

4) = ср УЕ Я 9(])60$ (260-20) -5й 92) 5 90), 

хер = же -фу, 

$1) = Се - 2)“ (о- 07, 

(р) = ХХ -У би [9 е2-УО, 
Дер = вт (кеа-хо”чче-уЧ“) 

+7 атет 9 (22/6099), 

деду = (ео в УИС, 

гео СА, =о ‚РО ‚ У=0, Ес, Е; =О,Е1 , причём не обязательно 
&2=С; 

Если метрика { известна, то можно найти такие преобразования 

плоскости | 

2’ =А (5,9) , 9' = 6х, 95) # 

которые её сохраняют. Относительно функций А и © из условия со- 

- о хранения расстояния 771 получаем функциональное уравнение: 

2}, 6021, А0),60) = Дер уе, ео, 
которое может быть решено без дополнительных ограничений на их свой- 

ства. В $ 3 гл.! методы решения этого уравнения проиллюстрированы 

на нескольких примерах и приведены явные выражения полных локальных 

групи движений для кажлой из выписанных выше десяти плоских метрик 

К 2] . Оказалось, что все они допускают не более чем трёхпараметря- 

ческую группу длвикений.
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Таким образом, плоская феноменолологически инвариантная мет- 

рика явтяется двухточечным инвариантом трехпараметрической группы 

пре^бразований плоскости. Естественно возник ‘вопрос: всякий ли не- 

вырожленный двухточечный инвариант трехпараметрической группы Ли 

преобразований плоскости является феноменологически инвариантной 

плоской метрикой? Для ответа на этот вопрос автор в $4 гл.Т прово- 

дит полную классификацию трехмерных алгебр Ли преобразований плос- 

кости с точностью до эквивалентности, то есть обратимой замены ко- 

ординат. Исходной была хорошо известная полная классификация трех- 

мерных вещественных абстрактных алгебр Ли, заданных коммутаторами 

Х.|,[Х, Х,| ,[Х2,Хз] базисных векторов Аа, бе, Жа + 

Подставляя в коммутаторы операторы 

. — 

Ах (х,и) 9х + Ол (хх, 9) Оу › 

гле Х=1,2,3 , получаем систему дифференциальных уравнений от- 

носительно коэффициентов АС х,9), 9 (5, 9)» решение кото- 

рой и дает для каждой отдельной абстрактной алгебры ее реализацию 

линейными операторами преобразований плоскости. Полученная клас- 

сификация сопоставляется с соответствующей классификацией С. Ли. 

Результаты $84 гл.Г опубликованы в работе /12/. 

Последний $5 гл.1Т посвяшен вычислениям всех двухточечных ин- 

ариантов Су! трехмерных групп преобразований плоскости, явля- 

ющихся решением следующей системы дифференциальных уравнений 

Ха) 1) + ХС) =О. 

В работе /13/ автор последовательно пля всех возможных операторов 

Ха (Е) и Ха (7) находит решения этой системы. В диссертации ке 

($5 гл.Г) основные приемы показаны на нескольких типичных. случаях 

и перечислены все возмокные двухточечные инварианты, которых полу- 

чилось 32, как вырожденных, так и невырокденных. Оказалось, что
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полностью невырокденные двухточечные инварианты совпадают с невы- 

рокденными феноменологически инвариантными плоскими метриками ‚Этот 

3 результат подтверждает на примере плоских геометрий эквивалентност: 

феноменологической и групповой симметрий. 

Перейдём теперь к краткому изложению второй главы. 

Пусть имеются два множества 776 и 76 произвольной природы, в 

общем случае различной, точки которых будем обозначать строчными 

латинскими и греческими буквами соответственно, а также функция | 

5: б+—Е” ‚ где 9 76х16 и $521 , сопоставляющая паре 

<29> Е ©; некоторую совокупность 5 вещественных чисел 49 = 

(1), ии, УС) © © °. Будем предполагать, что выполняется 

следующее условие: 

А. Если две произвольные точки 2 ,/ из 776 (%, из 77) 

различны, то для некоторого УЕ? (КЕ 75) пары кр Е ©. 

и (С) = $0) (<Еы>, <Кр>= 9: и 1) = }СЁВ)). 

По функции Уз удовлетворяющей условию А, на мнокествах 7765 и 

<. 
Я 7& определяются отделимые топологии заданием системы окрестностей 

И() и (Я) всех точек ЕЙ и “678 . Топология в И5к7Х 
>. 

таит 

ий и поугих прямых произведениях вводится как произведение топологи 

пространств сомножителей. 

Пусть 731 и "П>41 - целые числа. Для некоторых кортежей 

<: ут>Е 7$“ длины И и «Ка. Ки>е 8" длины ре введём фун- 

ции = и} "= НЕ... Ки] ,‚ сопоставляя точкам (= 
Рух 2 $т 

й хе 7% точки аи) = К (Ска, и, С Кя 7 

ум Ед ‚ если пары < 2.2, 1,5 н? и «Ка >,,,, < Киа 

принадлежат 5”; . В отношении множеств 776 , 76 и исходной функ- 

утпзи® ЦИИ $ будем предполагать выполнение следующих трёх аксиом: 

Т. Область определения ©; функции у есть открытое и плот- 

ноев 77 х7Ё множество, 

ы П. Существуют открытые и плотные в 776 и 78 множества, дл;
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любых точек & и\ которых найдутся в 76” и МЕ” такие кортеки 

длины п и # , что для них соответствующие отображения 7 и $ ” 

некоторых окрестностей () и #4) в! "и ©" ЯВЛЯЮТСЯ 

локальными гомеоморфизмами. 

Ш. бункция т достаточно гледкая в локальных координатах, 

описанных в аксиоме П, и плотны в 75" и Й8”" множества таких 

кортежей длины "П и И. , для которых соответствующие отображения 

5" и?” имеют ранги $ и $и/% в точках плотных в И и 7 

множеств. | 

Согласно аксиомам П, Ш, открытые и плотные в М5 и 76 множест- 

ва являются гладкими многообразиями размерности $7" и $П. (лем- 

ма 2, $ Грл. П). Функцию з ‚ удовлетворяющую условиям аксиомы Ш, 

будем называть невырожленной, 

Введём ещё функцию [’ , сопоставляя кортеку< Ко, ву, > 
м+4 ИЕ хо м =” у? 2,5 о в 

длины "+2 из 16 Х7Ь точку Оз» в», р о) Е 
$7+2)0% +1) ) $01 +207 +4) 

К ‚ координаты которой вА определяются упорядочен- 

# 
к ной по исходному кортежу последовательностью значений функции $ 

пля всех пар его элементов: 223-7,< СВ? и, < >, если эти пары 

принадлежат © х Область определения введённой функции обозначим 

через Я г: 
А 

Определение ТГ (5Тгл. ПП). Будем говорить, что 

функция Г задаёт на множествах 776 и ТБ физическую структуру ран- 

га (7+1, +1) и порядка $ ‚ если, кроме условия А и аксиом Т,П.Ш, 

дополнительно имеет место слелующая аксиома: 

1У. Существует плотное в ©: множество, пля каждого кортека 

«Корин > длины уй+И+ 0, которого и некоторой его ок- 

рестности ((<2,и„”>)} найдётся такая достаточно гладкая функция 
пре в .. | $(т+ахжпт+1) 

Ф:Е —Ю” , определённая в некоторой области ЕЮ ъ 

содерхажей точку Р(<2.. >) , что в ней ранг функции < равен $ 

и множество (/(<2.:>))} является подмновеством множества нулей 

функции “, то есть 

я —
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ср СД „СРВ, Ре си) = с 

„= для всех кортежей из 2((<2,,5?). 

Аксиома ТУ составляет содеркание принципа феноменологической 
и симметрии в теории физических структур, поедлот хенной. Ю.и.Кулак о

 

вым /ТО, 29/ для классификации физических законов. Уравнения (2=0 

задают $ функциональных связей (98=0,,,, 2 =0) между 

4)(п+1) измеряемыми в опыте значениями бизических величин АТА. $ 

Р.Е 5 .. . . и 
97 (; 91 7 } и являются аналитическим выражением сизического за- 

кона, записанного В беноменологически инвариантной форме, Условие 

г : и 
2 те теРЕЕ ТТХ и # да. т т на ранг функции 9? озна чает, что уравнения “=” не сводимы друг 

к другу, то есть независимы. Заметим также, что не зосгет Тунксия 

.,. РЕ и ий м = т 2 мокет задазать В ий закон, и потому одно: оВнх 

задам теории физических стоуктур является перечислен? рысь а 99 

можных феноменологичес ки инвариантных форм бизических законов. 

Функцию у =Ё у „т ”} можно рассматривать как своего ропа $ - 

мерную метрику в геометрии двух мнокеств. Скажем также, что функ- 

ция | задаёт на множествах 775 и 7 феноменологически симметрич- 

ную (51,57) - мерную геометрию ранга (®+1т +1), 

Преобразования А и б множеств 76 и 76 называются лви- 

жением, если пои них сохраняется функция $ ‚ то есть для каждой 

пары <2%> < 9+ ‚ такой что <А (6), 664) Е ©; ‚ имеет место 

равенство 

Аи 0ы)) = 4). 

Множество всех движений есть группа, для которой функция (метри- 

ка) 7 является пвухточечным инвариантом. 

Определение 2 ($ Тгл. П). Будем говорить, 

что функция { задаёт на мнокествах //6 и 75 (57,57) -мер- 

ную геометрию, наделённую групповой симметрией степени 5Т И. ,
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если, кроме условия А и аксиом Т.П, пополнительно имеет место 

следующая аксиома: 

ТУ’. Существуют открытые и плотные в 7765 и 76 множества, 

для всех точек с и « которых определены эффективные гладкие 

действия $/7 1, -мерной локальной группы Ли в некоторых окрестнос- 

тях 202) и (\) , такие что действия ее в окрестностях 146) , 
и) и (4) ; (В) точек 2,/ И х,В совпадают в пересечени- 

ях КОПИ и Иы)П (В) и что функция { является 

двухточечным инвариантом. | 

Теорема 1 ( $ Тгл. Н). Если функция у задаёт на 

мнокествах //6 и 765 ($7, 51} -мерную геометрию, наделённую 

групповой симметрией степени 5ти ‚ то она на тех же мнокест- 

вах задаёт физическую структуру ранга (П+1,7+ 1) и порядка 

х © 

Теорема ? ( $ тм. П). Нели функция { задаёт на 

множествах 72 и 76 физическую структуру ранга (й+4 ‚ +1) 

и порядка $ , то она на тех же мнокествах задаёт ($тТ, 5%} = 

мерную геометрию, наделённую групповой симметрией степени 5ти.. 

Эквивалентность феноменологической и групповой симметрий (5т 

5И. )-мерной геометрии, задаваемой на двух множествах //6 и 75 

функцией | + ‚ непосредственно вытекает из сформулированных двух | 

теорем. 

Основные положения и результаты 9 Т гл. Ц опубликованы в 

работах /14А/ для $=1 и /15/ для $21. 

В случае $={ автором /16/ ранее были найдены все функции 

зе ‚ задающие на мнокествах 776 и 7& физические структуры ранга 

ср+1,т+1) . Выпишем здесь их локальные коорпдинатные представ- 

ления с точностью до эквивалентности (замены коофдинат) и пере-- 

обозначения (У) *{ , полагая тн, :
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п+1 

= Е -,.. 1% 9 5 - 5 “ 

Для всех остальных пар знамений целых чисел № и П физические 

структуры ранга (2 +1,т7+1)} и порядка Т не существуют. 

Если функция т известна, то преобразования 

х = А(х), #'= 6(Е) 

множеств /76 и 12 ‚ составляющие движение, являются решением 

функционального уравнения - 

(АСЕ, ОСЕЛ = Д.Е). 

В $2.гл.1 для какдой из перечисленных выше функций т находятся 

полные локальные группы движений как решения соответствуюсих урав- 

нений сохранения, поичем на функции А иб ‚ кроме гладкости,
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никакие поугие условия (линейность, например, или аналитичность) 

не налагаются. Оказалось, что каждая из функций 7 допускает не 

более чем 7/7 Ре -мерную группу двихений, причем группы преобразо- 

`ваний мнокеств 775 И 75 ‚‹ составляющие группу лвихений, экви- 

‘валентны только в простейлем случае /?=И={1 . Во всех остальных 

случаях они оказываются неэквивалентными, даке если УП=иь. Эти 

результаты были долокены автором. на всесоюзной конференции по гео- 

метрии "в целом" в 1987 г. /17/ и опубликованы в работе /42/. 

Вопросы, связанные с эквивалентностью групи преобразований и 

играющие особую ооль в задаме вычисления пвухточечных инвариантов, 

детально рассматриваются в-$3 гл.ТТ. Дело в том, что обычно клас- 

ификация групп преобразований проводится с точностью до слабой 

эквивалентности (подобия), которая не всегда равносильна эквива- 

_энтности. Обсукдениюо этих вопросов автор посвятил работу /18/, а 

также выступление на семинаре памяти Н.В. Ефимова Ит9,. 

‚В 584 гл. проводится полная классибикация четырехмерных ал- 

гебр Ли преобразований плоскости с точностью до эквивалентности. 

При проведении этой классификации использовались, с одной стороны, 

классификация вещественных четырохмерных абстрактных алгебр Ли, а 

с другой, методы и результаты $4 гл.Г, поскольку у каждой четырех- 

мерной алгебры имеется трехмерная подалгебра. Полученная классифи- 

кация сравнивается с соответствующей классификацией С. Ли. Отмеча- 

ются их сходство и различие. 

9%
 Далее в $5 гл.ТТ изучаются групповые свойства физическо 

структуры ранга (3,3), в которой функция Х допускает четырехмер- 

ную группу двикений. Рассматривая функцию у как невырожденный 

двухточечный инвариант и используя классификацию предыпушего пара- 

графа, автор устанавливает, что существуют два и только два таких 

инварианта с локальными координатными представлениями = Я + 

, — < > - т г т я +97 и ф ЕЖЕ+тИ . Отмечено также, что ни один из этих
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дм инвариантов не может быть получен, если исходить из ‘обычной клас- 

сибикации групп преобразований с точностью до слабой эквивалентно- 

сти (подобия). Результаты 8$ 4 и 5 гл.ГП опубликованы в работе 

/20/. 

Последний 96 гл.ТТ посвящен изучению групповых свойств бизи- 

ческих структур ранга (№+1,2). Устанавливается, что эти струк- 

туры существуют только для П =1,2,3 и не существуют в случае 

п. >24 —, так как максимальная размерность локальных групи псз- 

образований прямой равна трем и двухточечные инварианты при этом 

вырокдаются. Результаты $6 гл.11 опубликованы в работе АТИ. 

В главах Ги ПП были определены бинарные физические структу- 

ры на одном и двух множествах, когда исходная функция у сопоста- 

вляет число паре точек. В $1 Заключения дается определение произ- 

вольных физических структур (бинарных, тернарных и т.д.) и выясня- 

ются необходимые условия наделения их групповой РР В час- 

тности, устанавливается отсутствие групповых свойств ут оных 

физических структур. В 82 Заключения обсуждаются некоторые ест ест- 

венно возникшие вопросы и задачи, а такке возможности пальнейшег. 

содеркательного обобщения и развития понятия физической структуры. 

В последующем изложении функция $ называется еще "метрикой? 

которая понимается в самом об {ем смысле только как числовая функ- 

ция пары точек, поэтому выполнение обычных метрических аксиом для 

нее не подразумевается. 

Нузерация формул, определений, лемм и теорем для каждого па- 

раграфа своя. При ссылке внутри параграфа указывается только но- 

мер. При ссылке на другой параграф той же главы указывается вопол- 

нительно параграф (например, (2) из $1), а при есылие на другую 

главу указывается еше и глава (например, (2) из $ гл.Г).



ГЛАВА ПЕРВАЯ 

беноменологическая и групповая 

сиуметрии в геометрии
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$ Г. Феноменологическая симметрия в геометрии. 

Пусть имеется мнокество /7Ё произвольной природы, точки кото- 
рого обозначим строчными латинскими буквами, а такке функция: 

0. К ‚.Где © С 776 Е ‚ сопоставляющая упорядоченной паре 

42; е©; ‚ некоторое вещественное число {(2/)= А . бункцию $ бу- 

дем иногда называть метрикой, не требуя, опнако, её положительной 

определённости и выполнения обычных метрических аксиом. В общем 

случае не всякой паре <=> из /76х ИБ сопоставляется число, но в 

дальнейшем удобно в явной записи расстояния Я) ‘обычно подразу- 

‘мевать, что <, >.Е.`У+-; Будем предполагать, что выполняется сле- 27-м 

° дующее условие: 
з 

А. Если две пооизвольные точки ©, / из 7/5 различны, то для 

некоторого КЕ 778 либо СК < Е® и Т(СЁ) = ЛОА) ‚ либо 

482>,<К]> = ©} и (Ко в КСК) , 

Смысл условия А состоит, прежде всего, в том, что рассматрива- 

ются только такие свойства пространства 71%, которые выражаются по- 

средством функции ф. | 

По метрике у ‚ удовлетворяющей условию А, на множестве 776 

можно определить отделимую топологию. Пусть С - произвольная точка 

из ий &>0и ДЕТЖ. Если ЕК бу («ЕЁ 6х) , то через 

”{ (38, К)( (СЕ: &=,К))} обозначим множество всех тех точек 2 ‘= 775 , 

для которых <6.'АзЕ 9 (<Кё.> =б;) и имеет место неравенство 

за "а ДЕК < <= (| ДСК - СкЕИ< &) . Если же <СК> 

АЕ а ©; ) ‚ то под 20 (2; = КСЕ 5.6) будем понимать 

всё множество 77%. . Обозначим через 2/(6;&, к) ‘пересечение. множеств 

НЕ, А К) и те 5,К). Пусть, далее, Я - конечное мнокест- 

во из 7 и 1/6; Е ‚ Я) - пересечение всех 2/(2;:&,К) , где 

"КЕЙ . ей ар И (С; Е, 77Е) для произвольных ‘конечных множеств 

76 < <ЙЪ и любых значений положительного числа & принимается за 

фундаментально систему окрестностей точки 2 Е776. Ясно, что точка
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© принадлежит каждому множеству (2; =, 15) И пересечение ИС;е, ПЕ 

и { (2; =. 9») ‘содержит множество {( (&; ТЕ), И.М Йо) . 

Окрестностью (2) точки 2 будем называть всякое подмножество из 

76 , содержащее некоторую окрестность (2; =, 7%) этой точки из 

фундаментальной системы. 

Лем ма Т. Введённое пля кажпой точки 2 © 776 семейство 

множеств (((2) удовлетворяет всем эксиомем ‘системы окрестностей 

и определяет на множестве 776 отделимую в смысле Хаусдорфа тополо- 

гию. | 

В самом деле, во-первых, всякое подмножество множества 776 , 

содеркащее окрестность (( 2) ‚ такке является окрестностью точки 

с . Во-вторых, пересечение конечного числа окрестностей некоторой 

точки есть окрестность той же точки. В-третьих, точка 2 принадле- 

жит каждой своей окрестности (2) . Выполнение этих трёх аксиом 

непосредственно следует из определения системы множеств 20) . 

Докажем теперь четвёртую аксиому, согласно которой любая окрест- 

ность 2((2} содержит такое множество 4,(2} , что 1/(2) является 

окрестностью для каждой точки из 1/.(2) . Пусть (6) содержит 
—_ 

окрестность ((6;&,776) из фундаментальной системы. В качестве 24, (6 

возьмём множестве (6; &. ‚178 ‚ ге &.<& . Рассмотрим у каждой 

точки ('Е.() окрестность 245 (2') =2((0'; Е.) где 2а=&-Е. . 

Покажем, что точка. 2” вхопит в 2((2) вместе со своей окрестностью 

1(. (2). Пусть С”е И, (2') . Если <> 60; (4:2 = ©) для не- 
а 

которого АЕ , то «>, «ЕЕ © (<К2*>,<К2“> Е ©;) 

и потому выполняется неравенство [4СЕ“К) -УЕКН< (1$СКг”) - 

- УСКСЛ<Е) , ознамающее, что 2*в И (6:Е,К) (Е И(Е;:Е,А)). 
Если же <2>& 9, («КЕ 4 б;) ‚то тем более 5” И (2;=Е,Ё) 

(“Е И(Е;Е,К)) , поскольку тогда по определению М(2:Е,К)= 77% 

(М (ЕЕ, К) = 78) . Таким образом 2” (2:81) СИЕ) , 

то есть 2/2 (69) СИ), и четвёотая, последняя, аксиома системы ок- 

рестностей также выполняется. Отпелимость же по Хаусдорфу опреде-
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лённой на 776 топологии можно показать следующим образом. Если СЕ 

“ % Е}, то по условию А найдётся такое К@ 775 ,‚ что либо Тсек) 

+} СОК) ‚ либо 7СКЕ) + (ЕР. Пусть для определённости имеет мес- 

то первое неравенство. Положим {[51(2&) - ОКИ=З & и рассмотрим у 

точек 2 и / окрестности 1((2)= И (2Е,Ё) и И= ИЕ, К) . Эти ок- 

рестности не пересекаются, так как, в противном случае, оо не- 

равенство [7 (24) - ТОК = [ЕК К+ С) ФОКИ<ЕЕЯ м
 & &, 

где 2’е ОП), то есть /1(2К)- ЕОЁЛ<аЕ , что противоре 

чит исходному определению & , из которого следует неравенство 

[СеК) - 0] >2Е . Лема Т доказана. 

В дальнейшем под '/(2) будем понимать открытую окрестность 

точки С «776. Топологии в 175х776 и других прямых произведениях 

вводятся обычным образом как произведения топологий 

множителей. Окрестность пары <2/> Е ЙЕ ‚ например, будем обс- 

знамать через И (<&]>). В < + будем рассматривать топологию, ин- 

дуцированную из 776 х 775 . 

Пусть 2 >1 - целое число. т некоторого кортежа < К... Ки 

ь
 з з 

4 

длины №, из ть” введём функцию 7 + ЕК. „Кид ("= Г 

сопоставляя точке & 6 точку (УСК и.) ТЕ Кн) = 

(Е В”), если <2К,>, „„,<ЕКи? Е бл (< > 2=2Су). 

Заметим, что области опоеделений функций ; ты и не могут не соз- 

падать с множеством 776 . В отношении пространства 1/6 и исходЕОЙ 

функции 7 будем предполагать выполнение следующих тоех аксиом: 

Т. Область определения 6+ функции + есть открытое и плот- 

РГ 
ноев 772х752 множество. 

г
 П. Существует открытое и плотное в 77$ множество, для какло! 

. .. и а 
точки © которого найдется в. 76 такой кортеж длины и. ‚ что пля 

у то > .. 
него либо отображение # ^ , либо отображение т г некоторой её 

77/7 п. у окрестности (2) в К ` является локальным гомеоморбизмом. 

Согласно аксиоме П, открытое и плотное в 778 множество явля- 

ется П. -мерным топологическим многообразием, в котором локальные
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г ‚ координаты мокно определить с помомью отображений 1 или 7 . 

= 32 = 

Ы и 

в
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с. 

Ш. Функция у достаточно гладкая в локальных координатах ,спи- 

санных в аксиоме П, и плотно в 778” мнокество таких кортекей 

длины И, ‚, для которых отображение 1" (”) имеет ранг #2 в 

точках плотного в 77 мнокества, 

Достаточная гладкость означает, что в указанных координатах 

непрерывна сама функция Ги непрерывны все её производные доста- 

ТОЧНО ВыбОкого пооядка. бункцию 7, удовлетворяющую условиям аксио- 

мы Ш, будем называть неБырокденной , так как эти ус- 

ловия, в некотором смысле, аналогичны условию невырокденности би- 

Йной скаляфной функции в конечномерном векторном пространстве. 

что ограничения в аксиомах Т,П,Ш открытыми и плотны- 

И 1х1 мнокествами связано с тем, что в интересующих нас 

приложениях множества, 76 и ОХ могут содержать исключительные 

подмножества меньшей размерности, где условия этих аксиом наруша- 

ются. | 

Лемма 2. Существует открытое и плотное в 7]6 множество, 

для канлой точки которого любые две описанные в аксиоме П системы 

координат, определённые в этой точке, гладко связаны в некоторой 

её окрестности. 

— „| ‚ее и 
Действительно, пусть < Каин К Е 6 такой кортек длины №. ‚пля 

= И. ” „› 7 ` Я которого, согласно аксиоме Ш, отображение 7 = аи К] (“= а | — | 
Ки к„]) имеет ранг и в точках плотного в 776 множества. Тогда 4 

5 : 7. 
для каклои точки & этого множества с помощью отображения + (или 

У 

} можно ввести локальные координаты. Поскольку такие коофдина- 

ты гладко связаны с любыми локальными координатами, описанными в ак- 

су-ме П, эти последние гладко связаны между собой в некоторой окрест 

‚чости 4/(2}. Лемма показана. 

Таким образом, локальные коорлинаты, описанные в аксиоме П, за- 

дают на некотором открытом и плотном в 7/6 множестве структуру глед- 

кого И. -мерного многообразия. Из аксиом Т,П,Ш и леммы © следует, что



г
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в 0; существует множество, открытое и плотное в 776х77% , для 

каждой пары которого функция у достаточно гладкая и любые локаль- 

ные координаты в точках которого гладко связаны. Ограничим в даль- 

нейшем область определения функции этим множеством, используя для 

него прежнее обозначение О , | 

Пусть, далее, их =и+2»3 . Введём ещё функцию Ё”`, сопо- 

ставляя кортежу < Ки длины У из 775” точку (407. СЕК), 
т(т-1) (2. .. и (т-4)/2 

ИР ${ (уче > коорцинаты которой в ® определяют- 

ся упорядоченной по исходному кортежу последовательностью значений 

функции } для всех пар его элементов; <&]2,<ЕА >,,„ки >, если 

эти пары принадлежат © $ . Область определения введённой функции. 

обозначим через бр . Эта область есть, очевидно, открытое и плот- 

ГТГ. 

ное в //2 “множество. 

Определение. Будем говорить, что функция у задаёт 

на множестве 77Ъ феноменологически симметричную 7, -мерную геометрию 

расстояний ранга ’?=7+2, если, кроме условия А и аксиом Т,П,Ш, 

дополнительно имеет место следующая аксиома: 

ТУ. Существует плотное в бр множество, для каждого кортека 
24 „М> плины ги = И+а, которого и некоторой его окрестности 

1/4 ЕК ‚. № 29>) найдётся такая достаточно гладкая функция Р:>А, 
тат-1)/з 

‚ содержащей точку определённая в некоторой области Ес 

"(< 7К.. Мих»), что в ней дте ФФ = О и множество ^(2/ (< 
К, %>)) является подмножеством множества нулей функции @? , 

то есть 

ЧР (УС, ЕЕК), „о, , 12) = {2 (1) 

для всех кортежей из К (ЕК ии»), 

Аксиома ТУ составляет содержание принципа феноменологической 

симметрии в теории физических структур, предложенной Ю.И.Кулаковым 

/ ТО/ для классификации физических законов, Эта аксиома выражает со- 

бой требование, чтобы пт (т-1)/ & упорядоченных расстояний мекду 

точками любого кортежа, длины № = И*@ из 2(4&/А ‚>. были
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№ функционально связаны, то есть удовлетворяли некоторому уравнению 

(т) ‚ задающему аналитическое выракение физического закона. В этом 

законе расстояние ра (2) 7, например, есть результат измерения фи- 

зической величины у для объектов Ги у из 776 . Условие же тя 

Ф=0, входящее в аксиому ТУ, означает просто, что функциональная 

связь (Т) нетривиальна. 

Заметим, что в И. -мерном пространстве попарные расстояния для 

И +2, точек могут быть связаны более чем одной существенной зависи- 

мостью при специальном их расположении, как это видно на примере 

п,+а точек евклилового пространства, лекащих в одной гиперплоскос- 

ти. Для исключения таких особых конфигураций точек мы и ограничили 

наше рассмотрение открытым и плотным в р множеством. 

Пусть = Е локальные координаты в множестве 776 . 

Для исходной функции } в некоторой окрестности ((6)х((] каждой 

пары <6/>< 6, » получаем тогда локальное координатное представлени! 

ел = Се), = 4) = 

Гу 22° р у = 7( Га: Е), хо ел, и, 6"), (2) 

свойства которого определяются аксиомой Ш. Координаты С) и х4) 

входят в представление (2) существенным образом. Последнее ознама- ' 

ет, что никакая локально обфатимая гладкая замена координат не при- 

ведёт к уменьшению их ‘числа, то есть представление (2) для функции 

У нельзя записать в Ваи-аибо координатах в виде Х (= = $ (ЖЕ), 

ня 2” 2), 9 “бр, его 0 <) ‚где или /<И., или Ю.'<П. . Дей- 

ствительно, если, НАВЖиОТ <, ‚ то для любого кортежа <}2,. 

„Ла > ДЛИНЫ Ю., из С)” и для любой точки из С/ранг отображе- 

НИЯ Я "= Я Г и Ув] будет меньше #2. ‚ что противоречит аксиоме Ш 

Используя представление (2), запишем локальное коофдинатное 

задание функции г:



„95 ыы 

ор = УС, жур, . 

. 
и а | 

(СК) = УС), ЖС), | . 
| р (3) ие , 

Тот *) = 

% = Реже), ха.)). ) 
Задание (3) ддя Е представляет собой систему 72 (т-х)/а 

42. г `` Г и 7 Г ы м = функций у (у, СЕК), ‚и › СИ) ‚ зависящих специальным образом 
8 >. ‚Й. „= ‚ 7% „ > 

от ИГ, координат 9% (2),,,, я 9 СЕЙ веки а, . с () всех 

точек кортека, <2/А ‚9 2%> длины П=И+2 . Поскольку число функций 

в системе (3) не болыне общего числа координат, наличие связи (Т) 

является нетривиальным фактом, не имеющим места для произвольных 

функций. 

Функция С’, в соответствии с её координатным заданием (3), 
и и(т- 2/2 5 

отобракает область У» в Ю бункциональной матрицей этого 

отображен: ия является матрица Якоби системы функций (3), имеющая 

т(т-2)/2 строк и 2” столбцов: 

ау) 9.4 (&// 

    

9 = (Е) ито 0 Е 0 

тает иконе | (4) 

о | — Эр) Эх) . . 
ПГ бо Баия" Эжен, 

Рангом отображения Г’, как известно, называется ранг соответст- 

вуютей функциональной матрицы, то есть матрицы (4). 

Теорема. Для того, чтобы функция $ ‚ удовлетворяютая 

‘условию А и аксиомам Т,П,Ш, задавала на мнокестве 775 феноменоло- 

гически симметричную №, -мерную геометрию расстояний ранга ®=7+2, 

необходимо и достаточно, чтобы ранг отображения ‘был равен 772 (из - 
: _ ыы е 

-5)/2-4 на плотном в ге множестве. 

Докажем сначала необхопимость. Согласно аксиоме ТУ, в любой 

окрестности произвольноро кортежа из Он найдётся такой корте



р 

=, Вбы 

и И. Я ' ‚* "т. Я | 

К > и такая его окрестность ИСК и), что мнокество 

значений #( 214214 „2720>)) будет удовлетворять уравнению (Т), причём 

| уф О в точке #'(<2 & Ко ^>}. Поскольку функция ЕР достаточно 

гладкая, можно без ограничения общности считать, что ата Ре 6 

для всех точек области её определения и, конечно же, на множестве 

значений {< < К, 92] . Но тогда множество нулей функции %, 

но не обязательно множество РИД К и ия>)) ‚ будет неособой 
ий (т-1)/2 | 

размерности 277 (7?-17/а-4 „Про- 
| ,. 

ипеоповерхностью вс < в 

диференцируем уравнение (Т) по каждой из п®и. координат 4 *(ег),,,, , 

302), и, 2), „,, С”) точек кортежа <) К, > . В ре- 

зультате получаем ИИ. линейных однородных уравнений относительно 

(т-5) |2. производных функции с 

  

  

  

  

Ха. ‚ А)“ ‘ге — 
р ‚вал ев 29 ОДС 2 = @ | 

Эр очи" зашд 9жчь ^”° | 
ег ру р И (5) 

79 © ОДС 7292 СОфеи» _ о 

Э (ео) Эк’) Золе) Эта) 
Матрица системы уравнений (5) совпадает с транспонированной матри- 

цей (4). Поскольку оса иР+0, уравнения (5) имеют, по крайней 

мере, одно ненулевое решение в окрестности 74 (< 2уК, 7 14>>] . Поэ- 

тому ранг матрицы (4) не может быть равен своему максимально воз- 

можному значению 7 (т- -1)/2. для какого-то кортека из ИС, 

так какосистема (5) имела бы тогда только нулевое решение в неко- 

торой окрестности этого кортека. С другой стороны, как мы покажем 

нике, в матрице (4) имеется минор порядка т(7-4)/2 -1 , не обра- 

цеюрщийся в нуль всюду по условию аксиомы Ш. В самом деле, выцелим 

в ней квапратную ступенчатую подматрицу, диагональными клетками 

которой являются следующие квадратные матрицы Якоби: для и. функ- 

ций ТЕК), по 72 переменным 26) , для и, функций 109...



` кортежа < Анти» из плотного В 

— 5 = 

р 
Ка г/м $ ее к У <> г 

70% по и. переменным 50) ‚ для "-1 функций ке, 

по некоторым и,-4 переменным из 2 СК ),....для Функцие фею по 

некоторой переменной из 3() . Поскольку по условию аксиомы Ш в 

у ” обязательно найдется минор любого порядка матрице отображения 

<Я , который не обращается в нуль всюду, ранг выделенной выле 

ступенчатой подматрицы для нексторого кортежа окажется равным 

ПЕ ЕП. = (ИЗ =тот-4Иа-1 те мета. 

Таким образом, ранг матрицы (4) для некоторого кортежа. Зе: 

из любой окрестности М(<2,.,1) < И (42..9*>) будет равен м (ит-2/2- 

Ранг отображения -” есть ранг функциональной матрицы (4) и потому 

пля кортежа <, „1“ > равен (#7 - /2-1. Легко понять, что множест 

во таких кортекей плотно в = ‚ также как плотно в СЕ мнокест 

во кортезей < т ‚ 0 которых говорится в аксиоме ТУ. Заме- 

тим, что для некоторой ‘области с Е и некоторой окрестности 

(424. и>) множество знамений ['(24<2, >) не только является 

подмножеством множества нулей функции 92 , но и совпадает с ним. 

Перейнём к показательству постаточности. Пусть для некотооого 

О: множества ранг отображения 

[”, задаваемого системой функций (3), равен 7 (п-1)/2-1 . Поеж- 

де всего убедимся в том, что ни пля одного кортежа из ОЕ ранг 

матрицы (4) не равен своему максимально возможному значению изои-ур 

Действительно, если пля некоторого кортека из © Е ранг матрицы 

(4), то есть ранг отображения Е, окажется равным 77(71-1)/2 „то 

он, в силу гладкости функций системы (3), будет равен тому ке мак- 

симально возможному значению и в некоторой его окрестности <6- . 

Но тогда в этой окрестности не найдётся ни одного кортежа, для ко- 

торого ранг отображения Ё" был бы равен тет-зИе-1 ‚ что пооти- 

воречит условию доказываемой теоремы. Следовательно, существует та- 

кая окрестность исходного кортека <2,„,7> , в которой ранг матри- 

/ цы Якоби (4) пля системы функций (3) не больше еби-зУ2-1
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и равен для него этому значению. По теореме о функциональной зави- 

имости для некоторой окрестности (4,9) существует такая до- 

статочно гладкая функция 00: & > К .. определённая в некоторой 

области & С | 

рой ое ЧРЕО , что множество (<, 1>)) является подмно- 

‚ содержащей точку /'(< Рим >) ‚ В кото- 

кеством мнокества нулей функции “2 , то есть имеет место уравнение 

(1) для всех кортежей из 2((<2.„>). Ясно такке, поскольку ранг 

матрицы (4) пля исходного кортека < сук „я уравен им (т-1)/2. - 4 

что существует такая его окрестность И С и такая область &,С& 

что мнонество А '(И/ совпадает с мнонеством нулей функнии ОВ =, 

являясь неособой гиперповерхностью размерности #77 (т-а)/ 2-1 

Теорема. полностью доказана.
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$2. Групповая симметрия в геометрии и её 

эквивалентность феноменологической симметрии. 

. \ 
Пусть А взаимно однознамное отображение множества ХС 7 на 

он 
множество М С 775 . Преобразование 

\ р о 
Ал: М — 0. | {1} 

называется движением, если при нём сохраняется метрика. 

Последнее означает, что для каждой пары <2/> © © ›‚ такой что 
м 

2, ЕМ и =:17.> Е ©, , где 2'= ЛЕ и‘ р (ре М. имеет ыес- 
ТУ $ м 

то равенство 

г : а . б.у —_ г ° . 

У (Л, А 0) = л(е/) г } 

Множество всех движений (Т} есть группа, для которой метрика 

$}, согласно равенству (2), является двухточечным ин- 

‘вариантом. Если нэтр венстьх р го 
^ ь 

ика У известна, то ра 

хп доставляет собой уфавнекие относительно функции А . Напргмет. 

симплектической плоскости с (Е) = (9-х а зуразне 2.) 

имеет решение 2 '= 450+ бу, и’=осхоее , причём де(-се = 1 (ем. 
у ыы Я 

$ 3). Нам же о метрике т известно только, что она невырожпена и 

феноменологически инвариантна, то есть удовлетворяёт некоторому 

уравнению (Т) из $ Т. Но этого оказывается достаточно пля установ- 

ления факта существования группы движений (Т) с Я.(и+21)/2 пафа- 

метрами. 

‚ Для большей ясности последующего изложения воспроизведём в 

наших обозначениях определение локальной гоуппы Ли преобразований, 

следуя монографии Л.С.Понтрягина "Непрерывные группы" (см. /е®/, 

с. 435)._ | 

Пусть 2 мена локальная группа Лии  - некоторая об- 

ласть #. -мерного многообразия 75. Допустим, что каждому элемен- 
78 

ту а (`` поставлено в соответствие непрерывно зависящее от 2
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пуй 
гомеоморфное отобракение Ла области М на некоторую область 4 

многообразия 7/76, относяцее элементу «М некоторый элемент 2'’е 
з 4 са са . ° =. 

ИЕ’ = Ла(2)= А (2, . Мы будем говорить, что @ ‘есть г
 

локальная группа Ли преобразований 

области &{ ,‚ если выполнены следующие условия: Г) единице е груп- 

пы 6" ‘соответствует токдественное отображение АСЕ, е) =2 облас- 

ти М на себя и АЛ, ), &) =А (2, её) ‚ то есть произвецению 

элементов соответствует произведение преобразований; 2) два преоб- 

разования Ла и Ле совпадают только тогда, когда Я@=6 . Иначе 

это условие можно формулировать, потребовав, чтобы преобразование 

| Ла было тождественным лишь при условии, что @ есть единица е. 

группы 2" ; 3) в координатной форме Л(2, 4) есть достаточное чис- 

ло раз дифференцируемая функция точки Е @ и элемента (Е @ 

Определённая выше группа поеобразований эффективна, поэтому 

элементы группы < сами могут считаться т преобразезаниями. То есть 

ваний многообразия 77 ‚ которую обознаним через р" (А). Таким 

образом в области 1 определено эффективное действие группы @“ 

причём все условия определения выполняются для некоторой её части, 

то есть некоторой, зависящей от 24, окрестности единичного элемен- 

> та @ , 

Определение. Будем говорить, что функция у зада- 

ёт на множестве 776 п. -мерную геометрию расстояний, наделённую 

групповой симметрией степени м(12+1)/2 , если, кроме условия А 

и аксиом Т,П,Ш из $ Т, дополнительно имеет место следующая аксио- 

ма: 

ТУ’. Существует открытое и плотное в 776 множество, для 

каждой точки 2 которого определено эффективное гладкое пействие _ 

пт + 1)/а -мерной локальной группы Ли в некоторой окрестности 

{(2) ‚ такое что действия ее в окрестностях (2) , 2)
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З 

двух точек 2 , / совпадают в пересечении и) С) ‚и что 

функция в является двухточечным инвариантом. 

Группы преобразований, о которых говорится в аксиоме ТУ", оп- 

ределяют локальную подвижность "твёрдых тел" в И -мерном простран- 

стве 77$ ‚ такую же как у твёрдых тел в евклидовом пространстве. 

Заметим однако, что глобальной подвижности при этом может и не быть 

как нет её У евклидовой плоскости с двумя выколотыми точками. Лей- 

ствительно, хотя локальные действия группы Ли определены, согласно 

аксиоме ТУ', в некоторой окрестности каждой точки открытого и плот- 

ного в 7/6 множества, мокет оказаться, что на веём этом множестве 

действует только единичный элемент группы. Будем говорить таке, 

что метрика 1 допускает локальную группу локальных дви- 

жений с п(п+за степенями свободы. Однако в общем случае такие 

движения заданы не для всякой пары из ©; . Возможен и такой слу- 

чай, когда для некоторой пафы (например, диагональной) пвикения 

заданы, в то время как сама пара не принадлежит ©. . Мнокество 

пар, для которых функция [ определена и является двухточечним ин- 

вариантом, очевидно, открыто и плотно в 776х776. 

Согласно аксиоме ТУ”, на открытом и плотном в 775 мнокестве 

задано П. (И+{)/2 -мерное линейное семейство гладких векторных по- 

лей Х, замкнутое относительно операции коммутирования, то есть 

элгебра Ли локальных преобразований (см. /22/, $ 60). В некоторой 

локальной системе координат базисные векторные поля этого семейст- 

ва запишем в операторной форме: 

[23 62 9 (3) 

где =, ааа и по "немому" индексу производится 

суммирование в пределах от 1 ом. о инфинитезимальному крите- 

рию инвариантности (см. /23/, 8 17, с.229; /24/, $ 17, с.77)функ- 

ция уу) будет инвариантом локальной группы Ли преобразований
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некоторой окрестности ие) ИО) ‚ то есть двухточечным инвари- 

антом, в`том и только в том случае, если она удовлетворяет системе 

уравнений 

Хы Дар +Х и) = 9 

с операторами (3): 

  

(и. 954/ и. 816] А Аль г =0. (а) 9%“) с боже = = 
м 

Если векторное поле Х ненулевое, то в области его задания 

есть хотя бы одна точка, в которой оно отлично от нуля. Опнако в 

других точках этой области оно может обращаться в нуль. Если же 

для соответствующей группы Ли преобразований невырокденная метри- 

ка является лвухточечным инвариантом, то имеет место следующая 

лемма. | 

ЛеммаГ. Множество точек, гие ненулевое векторное поле 

линейно1 семейства, удовлетворяющего аксиоме ТУ’, отлично от ну- 

ля, _рыто и плотно в 778. 

Препположим противное. Пусть ненулевое векторное поле Х = 

=“, те а у ш= 1," (7+1)/2 постоянные, не все равные 

нулю олновременно, в некоторой окрестности &/(2) точки 2 обращает- 

ся в нуль тождественно. Поскольку поле И ненулевое, в какой-то 

доугой точке / ‚ а значит ив некоторой её окрестности (т) ‚оно 
У“ 

отлично от нуля. Поскольку ©+ открыто и плотно в 77 х 776 „мож- 

но считать, что пара <6/> принадлекит 9; . Тогда, согласно ак- 

сиоме ТУ *, бункция СЕ) будет двухточечным инвариантом, являясь 

решением системы уравнений (4). Цоскольку по предположению Х (Е}= 

=&“Х о) =0, Хозе О , следствием ик +4)/2 уравне- 
‘ний (4) будет уравнение
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але роХер/ 9х“ =о, (и) 

в которое входят производные только по координатам точки / и от 

этих ке только координат зависят коэффициенты уравнения а‘ Оу, 

причём, по крайней мере, один из них отличен от нуля. Уравнение 

(4°), следовательно, может быть решено методом характеристик, Сис- 

тема уравнений характеристик для него имеет не более й-4 неза- 
р $ 

висимых интегралов, и потому общее решение уравнения (4 ) будет: 

фаи- Та (57), ВИ СЬ), нь, и”), 

причём пр. В полученное выражен: ле пля метрики СЕ! коорли- 

наты 5С к, (Г) входят несущественным образом через 7’ 

функций (` "рь | у) ‚ что. противоречит условгю аксиомы 

Ш из $ Т. Таким образом, в окрестности 9/(Ё) обязательно найдётся 

точка, гле исхопное векторное поле ХК отлично от нуля. Поскольку 

область определения поля Х открыта и плотна в 772 ; множество 

точек, где оно отлично от нуля плотно и, очевидно, открыто в 775. 

Лемма доказана. . 

Сл ед ствие. Множество точек, где базисные векторные 

поля Ко, м = 1,1.) П(П-1) /2 линейного семейства, уповлет- 

воряющего аксиоме ТУ’, одновременно отличны от нуля, открыто и. 

плотно в 1/6 . 

Слелствие вытекает из того, что по доказанной выше лемие 

кавкдое векторлое поле Кы отлично от нуля на открытом и плот- 

Ном В 776 множестве, пересечение же конечного числа таких мно- 

жеств открыто и плотно в 776 .
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Теорема Т. Для того, чтобы функция у ‚ удовлетворяю- 

щая условию А и аксиомам Т,П,Ш из $ Т, задавала на множестве 776 

п, -мерную геометрую расстояний, наделённую групповой симметрией 

степени (7 +41)/2 , необходимо и постаточно, чтобы ранг ото- 

бражения Л” был равен /71(7т1-1}/2-1 на плотном в У: 

множестве. 

нг 1 > = Докажем сначала необходимость. Пусть <2, иК 
у 

кой кортек длины № =И+а —, что точки ©,/, К, „,, 9, «т при- 

надлекат открытому и плотному в 776 множеству, о котором говорит- 

ся в аксиоме ТУ’ определения. Ясно, что множество таких кортежей 

открыто и плотно в п” ‚ а его. пересечение с О: открыто и 

плотно в О. . Поэтому, не ограничивая общности, ‘можно счи- 

тать, то < Ка, > ©. = . По условиям теоремы и аксиомы 

ТУ ° существуют такие окрестности (//Ё/,,.,, (15) — точек 

этого кортека, что в ‹(п+1)/2 -мерные локально изоморфные груп- 

пы их преобразований сохраняют все Функции КОТ и, Де). 

Рассмотрим далее произвольную 7 -точечную фигуру, соответствую- 

щую некоторому кортежу длины /® из окрестности ( 14(#)х.,, 

их (1) ) Д О . Движение этой фигуры как "твёрдого тела“ 

означает, что при изменении координат её точек все /7(т-1)/2 

расстояний в ней, определяемые системой функций (3) из $ Т, сохра- 

няются, то есть являются двухточечными инвариантами. Инвариант- 

ность функций (3) из $ 1 при локальных преобразованиях, задавае- 

мых векторными полями Х = Л” (©) 9/Эх“ в окрестностях 1/2), 

ву (4%) ‚ означает, что эти функции удовлетворяют сле- 

=.
 

дующей системе дифференциальных уравнений: 

)



‘ностях точек Е, ев ‚ал о. 

    

®)
 С х < г.
 

и
 $) “3 % = х у © 

  

  

х Е = а 
} 

о 

” Эжнеь ох 

Система (5) при известной функции { может быть рассмотрена 

как система /"(т-1/)/2 лине! иных однородных уравнений относите- 

торных полей ХК . в некоторых окрест- с
 льно #1. компонент век 

Заметим, что матрица этой систе- 

мы совпалает с функциональной матрицей (4) из $1 отображения . В 5 

Алгебры Ли векторных полей ХК 2(Ит1//2 -мерны, так как такую 

размерность имеют по условию теоремы локальные группы Ли преобра- 

зований окрестностей 1(2/,,„, М (ым. Система (5), следовательно, 

имеет решение 

214 | 
. УИ #1 2) = (341 Анг = а А, И, АС) = @ Аш 6), (6) 

гп с &=7 т ^ АМ х я: " инпекосх де - произвольные числа и суммирование по "немому" индексу 

@? производится в пределах от Гдо (+1 Ма , прич ы сунк- 

АВ, линейно независимы по ничнему индексу 2 с постоян- 
= 

ными коэбфициентами. 

Таким образом» система (5) имеет ЕС + 4)/2 линейно не- 

зависимых с постоянньми коэффициентами решен ий. Эти ешения модно 

получить из решения (6), беря соответствующее число линейно неза- 
2 2 я +*1/2 ул 

висимых векторов (@°, @“,,,. , @ ), напорные, (1.0... 
г ь] 

на ОЛ, О, 1 лав © Или $ а тира Ш» 

Покажем, что И(Ят4 /а линейно независимых с постоянно:
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коэффициентами решений системы (5) будут также линейно независимы 

и с переменными коэффициентами, то есть в общем смысле. 

Предположим противное. Пусть найдутся такие переменные козё- 

фициенты с“ ‚› 2 =1,,,П(+1)/2 , что имеют место следую- 

цие И соотношений: 

САН сет = ОСАО, „С АбЬ (т) = 0, р 

вытекающие из линейной зависимости в общем смысле тех решений из 

—. решения (6), которые с постоянными коэффициентами линейно незави- 

симы. Коэффициенты линейной зависимости С.“ есть решения сис- 

темы уравнений (7) и, по предположению, являются некотофыми функ- 

_циями координат точек кортежа <Е/Ки, М> |, одновременно 

токдественно в нуль не обращающимися. Заметим, что система (7) не 

обязательно имеет ненулевое решение, так как в ней число уравнений 

больше числа неизвестных. Рассмотрим движение произвольной фигуры 

ДК. лы ‚ содержащей #2 точен, и фигури </К У > ‚ во- 

держашей п+1 точку. Переход от первой фигуры ко второй состоит 

в добавлении точки / . Поскольку движение сохраняет 7. функций 

СЕ), А ‚ относительно 7, компонент векторного по- 
а 

ля КС) естественно возникает система линейнах неоднородных 

  

уравнений: 

- ца, СЮ ми, 910) | 
“„ ( ЕЕ 2% \ (Е) ——_ 

^ р 9%/‹) | 7 Эк) ? 
и А 

А”) 42 __ Аа) 99 ке 

    

эт”) | 9х” (и) 

Ранг матрицы этой системы по условию аксиомы ТТТ определения из 81 

равен №, ,‚ по крайней мере, для одного кортека < Кии, 3% > и од- 

ной точки | из соответствующих окрестностей ‚ Решая уравнения
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системы, находим линейное выражение компонент векторного поля 

Ф
а
 Х С) через компоненты векторных полей Х (Е). ‚„„, К (3) 

АО = Вы АСК и + в, АК), 

которое, в соответствии с решением (6) и в силу произвольности ко- 

эффициентов С “> ‚ переходит в линейную связь | 

АС, = Ф.А СА) +, + ВАА”). — (8) 

22 2 - 
Запишем подсистему из Я“ уравнений системы (7), относящуюся к 

укороченному кортеку < К... >> длины Ю 1 

СТА (К) =0,,,., СА 9) = 0. (7') 

Соответствующая подсистема системы (7) для кортека <] Ки ых > 

длины + { получается побавлением к подсистеме (7*’) уравнений 
му,“ ,:] — о ° 

СТА и› СР = О о которые по линейной связи (8) являются след- 

с,
 

$ 

г / ствием уравнений подсистемы (7°). То есть ранги матриц полсисте» 

системы (7), относящихся к нортенем (Ки ^^? и < М, 
' # 

совпадают. Пусть ранг матрицы подсистемы (7’) равен ® . Ясно, ито 

этот фанг не превышает значения 2(П +42 и, по следствух 

леммы, не может быть меньше единицы. Однако, если © = (/2+1)/2» 

то вся система (7), ранг матрины которой токе будет равен 

й(п+1)/2 ,‚ имела бы только нулевое решение, что противозечит 

сделанному предположению. Если И(И+1)/2 =1 , то обязатель- 

‚ но должно быть © = п(Ий+1]/2 , поэтому будем считать, что 

и(И+1][2 > 1 ‚ то есть >14 . Тогда в. матрице подсистемы 

(7’) найдется такая квадратная подматрица ненулевого порядка * < | 

< П(п+1)/2 —, определитель которой отличен от нуля. Возьмем 

определитель ©+ 1 порядка, содеркащий эту подматрицу в качестве 

минора порядка ® и одну строку из матрицы подсистемы системы (7) 
. Я у: | 

для кортежа < 1Е ‘‹/ > , в которую входят функнии А (4).
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Поскольку, по локазанному выше, ранг матрицы подсистемы системы 

(7) для кортека р ‚‚, № 37> токе равен & ,„ указанный определи- 

тель +21 порянка полжен обрат нуль. Раскрывая этот опое- 

делитель по элементам строки, содеркащей функции Ао С’) ‚ для 

каклого индекса д получаем связь. . 

У а . . А 4 (1) — о . 

С («Ки мы У}, 6:2 $) м“; 

2 ь^ м ‚з 
гие С есть алгебраические дополнения к А ‘аа (|), зависящие 

от коорпинат точек кортека < К, 1792> и не зависящие от коорди- 

. хо 
. Заметим, что хотя бы один из коэффициентов С я хо

 
—3

 

3
 

о
 ‚а
 

2 

<
,
 

обязательно отличен от нуля. Сиксируя в полученной связи координа- 

ты точек кортежа <К.. “> , по которым эта связь выполняется 

тоидественно, устанавливаем, что функции А” из линейно зави- 

имы по НИХ хнему ‘индексу > с постоянными коэффициентами. Но этот 

результат противоречит основному условию теоремы Т, выраженному в 

аксиое ТУ’, согласно которому локальная группа поеобразований ок- 

рестности /(7/ и(т+1)/2 _-мерна, и потому такую же размер- 

ность имеет семейство векторных полей Х ()] с базисными операто- 

Ка2(]) = Ам (119/07) ‚ ге 2=1,,.,Ю(п+4)/а. 

Итак, мы показали, что система уравнений (5) имеет /2(+1)/2 

линейно независимых в общем смысле ненулевых решений в окрестности 

(ИЕ) х И) ПЕ . Пусть в этой окрестности найпется та- 

кой кортех, для которого ранг матрицы (4) из $Т равен своему мак- 

сихально возможному значению ит( тп -1)/2 о то есть числу урав- 

нений в системе (5). В силу достаточной гладкости функций Я $ 

ранг этой системы будет равен и(т-1)/2 ив некоторой окрест- 

‘ности указанного кортежа, солерхащейся в (1((6)х,,, х 4 (ых)) 

п 6: . Как известно, максимальное число линейно независимых (в 

ода сы ысле) ненулевых решений системы линейных однородных уравне- 

ний равно числу неизвестных минус ранг матрицы системы. В предпо-
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лагаемом случае для системы (5) оно будет равно ПИ -71(71-1)/2= 

= Я(И+1)/2а -1 ‚ ле = ит? , хотя, как только что 

было показано, эта систега имеет яме )/2 линейно навели 

мых ненулевых решений. То есть ранг матрицы (4) из $1 до; : 

меньше уй(й-хУа. С другой стороны, имеется минор порядке: <. и 

тп (т-1)/2-1 , не обрелаюзийся в нуль всюпу по услов: госаслны 

ПТ определения из $1, упомянутый в доказательстве необходимости 

теоремы из 9Т. Следовательно, в любой окрестности плотного в. С 

множества кортежей «ЕК ‘‹. И > найдется такой кортех, для кото- 

рого ранг матрицы (4) из $1, то есть ранг отображения Ё’ , зада- 

ваемого системой функций (3) из $Т, точно равен "(т-2//2-1 , 

Множество таких кортежей, очевидно, плотно в ОЕ . 

Перейдем к доказательству достаточности. Как и в соответству- 

ющей части доказательства теоремы предыдущего параграфа, предвари- 

тельно заметим, что ни для одного кортежа из © = анг матрицы 

(4) из 5Т не равен своему максимально возможному значению 

ип (ит -1)/2 . Пусть для кортежа <2/К„, >> из плотного в. 

О _ множества ранг этой матрицы равен м (т-1)/2 -1 . Учи- 

тывая сделанное выше замечание, можем полагать, что ранг матрицы 

(4) из $1 будет равен И(/-{)/2.-1 для всех кортежей из неко- 

рой окрестности (2х, х (9) © Ор. Поскольку число столб- 

ов в этой матрице, равное ТИ = тс -2) , где т #3 ›бо- 

лыше ее ранга, мекду ними существует линейная связь. Запишем эту 

связь между столбцеми по элементам каждой строки; 

Ач ЗЕ + АЕ 911) _ о, 
| Э^ 4) 2%“) т 

АТ ЭТ + Ара Зе о (9) Эж“ (Е, ФСК) | 

дерол Ви + ЛАГ ЭХ и) 
- =0 

ох“ Си) ЭМ») ,
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глё, напримео, АГ: - коэффициенты линейной зависимости при 

столбце с пиференцированием по координате %№“(2) ‚а для его 

отличия от компоненты Л”) векторного поля Х(Е) ‚ входя- 

щей в уравнения системы (5), здесь использованы квапратные скобки. 

Соотношения (9) при известной функции 7 будем рассматривать как 

систему /"(7-2)/2 линейных однородных уравнений относитель- 

но ИИ коэффициентов линейной зависимости А”“Е],,., э 

А“ [м7 . Матрица системы (9) совпадает с матрицей (4) из $Т, 

поэтому ее фанг равен /"(/-1//@-1 . Максимальное число ли- 

нейно независимых ( в общем смысле) ненулевых решений системы (9) 

равно числу неизвестных минус ранг матрицы системы, то есть равно 

И (+ 1)/2 —. Выпишем общее решение системы (9): 

А“ [Е1 = @ А (Е, Ки иш), ] 

оао теток угаре р (10) 

Ал = а А (их, «ЕК ил») › 

где Я“ - линейные коэффициенты общего решения в его выражении 

через линейно независимые ненулевые решения этой ке системы, при- 

чем суммирование по "немому" индексу со производится в пределах 

от Гло ®(м+1)/2 . Однако, в отличие от решения (6) анало- 

ричной системы (5), здесь учтена возможная зависимость выражений 

А“Г:1,.,?, А“ [>] не только от координат той Фочки, по коорди- 

нате которой проводится дифференцирование в соответствующем стол- 

бце матрицы (4) из ЭТ, но и от координат всех остальных точек, 

^^\;> . Кооме того, в решении (ТО) линейные коэффициенты а@“” 

Являются произвольными функциями координат точек кортена <с/К,, 

\7и;> ‚ тогда как в решении (6) они были только произвольными 

числами. | 

Покажем, что общее решение (Т0) может быть записано в такой ‚
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фооме, что координаты точки & и координаты точки / входят в 

функции Л“”» только для выракений Л^“[2] и АА — ооот- 

ветственно. 

Пусть сначала П=1 . Тогда в системе (9) будет всего три 

простых уравнения; 

    

ОА + АЕ 95 о, 
92) 90=(}) 

СЕ) 9 (С) 
лье + ЛГЕ 7 -@, (9) 

79 5 (её) 9жсЕ) 

Ал + АЕ ИР = 0. 

Ранг матрицы этой системы равен двум в окрестности И (Ех МЕ: 1) х 

хИ(К) ‚ поэтому она имеет там всего одно линейно независимое не- 

нулевое решение. По условию ПТопределения из 51 в окрестности 

Их И) х /(К) найдется такой кортеж, для которого отличны от 

нуля производные функций 71(2//, ра (Е), $ к) по координатам 
э ‚@ г у Я < . 

36 (21, Ж 4), х(А) о, поэтому в системе (9”) в некоторой ок- 

рестности названного кортежа любые два уравнения линейно независи 

мы, а третье является их следствием. Запишем общее решение второ- 

го и третьего уравнений в следующем виде; 

АГАТ = а^л(х‹(Ю, <>), 

—^
> 
+
 
о
 * 

—
 [21 = @А(х(), <>), 

АЕ; =@& (=), <>), ] 

гле через <‹Къ условно обознамено возможное присутствие коорди- 

наты СА) точки К во всех трех выражениях решения (10”), 

поичем в каждом из них функции А отличны от нуля.
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Пусть теперь № >22 . Обозначим через @ точку, следующую 

за точкой К в кортеже <2/К..\Ушь . Возьмем кортек <К@... 

7“ > длины ПИ. =1-а, полученный из первоначального кортека <] 

Ким е Ик, х (1) длины Уп опусканием точек 2 и/. 

Выделим из системы (9) подсистему 7.(72-1)/2 уравнений, которые 

не включают в себя точку 2 из окрестности (2) и точку / из 

окрестности М(/ ; 

\ “гу ЭС) Агеу Э1СЁе 

о^(К) Эх“ (2) 

еее еек ве (9’) 

Эрик , = и 1 919 - о. 

= 

    

А7[9] 
9х“) 9% 09) 

  

В матрице подсистемы (9') имеется минор порядка 2 (71-1//2 , не 

обрацающийся в нуль всюду по условию аксиомы ТТ определения из 

$Т. Соответствующая квадратная матрица ступенчатая и ее диагональ- 

ными клетками являются следующие квадратные матрицы Якоби; для 

и-1 функций се), „у ДСК) по и-2 переменной из ЭСК), 

... э ДлЯ Функции 4 (3%) по одной из переменных 200%) , то есть 

ранг матрицы подсистемы (9’) равняется своему максимальному значе- 

ню И(П-1)/2 ‚, по крайней мере, для одного укороченного кортека, 

из 2((Ё)х,их И (19) и некоторой его окрестности. Но тогда подсис- 

тема (9') имеет в этой окрестности пт +1)/2 и не более ли- 

нейно независимых ненулевых решений, так как максимальное число 

таких решений равно числу входящих в нее неизвестных (= Я?) ми- 

нус ее ранг (=2(7т-1)/2) „ В матрице подсистемы (9°) нет зави- 

симости от коорцинат точек & и у и потому ее общее решение 

можно ‘записать в такой форме, в которой компоненты А“ не за- 

висят от этих координат;
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АМГЕ] = оА (К.К им >), | 

серий (ТГ) зе еб 

А“Гел = А, < Ким?) , 

где "немое" суммирование по индексу с так ке, как и в общем 

‘решении (ТО) всей системы (9) производится в пределах от Т до 

п.(п+1)/2 

Выделим из системы (9) подсистему 7. уравнений, содеркацих 
> 

точку & : 

Асер ЭС“ + АЕ] 2712 р, 

    

Э2 “(се ’ ЭжАсд) , 
| , (9) 

феодала га : ой ! 

У СЁ) _ ОЕ) — 

Эх“ СЕ) эт”) 

и подсистему 7 уравнений, содеркащих точку Я з 

Эсте) А) АЕ КЮ + ГЕ ЭР _ о. | 
92%“С) ИЕ 

гг Г еее Га . ет (9) 

Ме + АЕ „д Эм -б 

Эх“ (1) — Эх“) 
« 

Относительно неизвестных АЕ] и А” Г 11 эти подсистемы имект 

ранг 7 по условию аксиомы ПТ определения из $1. Но тогпа коэф- 

фициенты А“ [:] и АЕ 7] могут быть однознамно выражены че- 

рез общее решение (ТТ) подсистемы (9”): 

АИТ = аРА (2, < Км >), | 
| (12) 

А^Г;1 == абА го «2 К ьь а ,
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Ранг подсистемы системы уравнений (9) без первого уравнени 

э ЕЛ ЭС” + А“; < эл =0, (13) 
Эж^ ег) Эж^“‹/) 

содеркащего функцию тел _з равен рангу семой системы (9), в чем 

легко убедиться, составляя ее из подсистем (9”), (9^^) и (9”’). По- 

этому первое уравнение системы (9), то есть уравнение (13), явля- 

ется следствием всех остальных и никаких дополнительных ограниче- 

ний на шв решения (12) не налагает. Совокупность решений (ТТ) и 

(12), а также решение (10°), в некоторой окрестности некоторого 

кортека из (2) ких И (9) пля любого и» 1 задает общее ре- 

шение системы (9), причем в этом решении координаты точек С и | 
м . М рь 

входят явно в функции А» только для коэффициентов АТ и 
° + а 

А []] соответственно. 
` 

Покакем далее, что функции Л выражениях (12) для ко- 
хх 4-- . 

эффициентов Л^ [Е и ЛЕ ]1 по отдельности линейно незави- 

симы по нихнему индексу @« с постоянными коэбфиииентами, 

Предполоким противное, то есть что найдутся такие числа с” 

< =4,..., (т+1)[а , не все равные нулю одновременно, с кото- 
. #5 ® 

рыми для всех индексов /‹ имеет место соотношение С Аь (Е, 

Е. >) =0 . Естественно, что при этом хотя бы для одной из 

остальных функций Ае, решения (ТТ), (12) и для одного индек- 

са « будет выполняться неравенство СПА %О . Пусть, на- 

пример, САС { `/»<Ки, >) О . Топщца, подставляя выражения 

(12) для А“ГЕ] и А“; { в уравнение (13), с учетом независи- 
> Ух > ©3 мости линейных коэффициентов @ ‚ получаем уравнения 

АН, <Киош о рар И“) + 

А (1, < ооо“ =о,
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тем из них уравнени 

. лы} ы ХИ шото =О. 

Координаты точек кортека «К... У <>. не входят в функцию Сел) 

и по ним последнее уравнение выполняется тождественно. Фиксируя их, 

получаем уравнение (4’), следствием которого является несуществен- 

ная зависимость функции С 1) от координат точки У ‚ противо- 

речащая аксиоме ТТТ определения из 5Т. Значит, должно быть равен- 

ство С “А” (1, <К и 2) = о. Точно также получаем, что ра- 
ам Дл я вество С“Л“›=О будет иметь место и для всех функций А”, 

решения (ТТ), если САН (Е ‚<К, м2 2)= 0. Однако это ‘противо- 

речит тому, что решение (ТТ), (12) системы (9) общее и максималь- 

ное число ее линейно независимых решений равно тс и1+1)/2 . бо- 

вершенно аналогично устанавливается линейная не зависимость функций 

АС |], < К. 997) с в коэффициентами по нижнему ин- 

те), 

акие кортэки дрися 

т
 

4 
=
>
 

4. —
>
 

дексу <> в выражении для АИ ЕЁ ГГ] оешен 

Пусть < 27 К а ^ о © ю
 

}
-
 

т=и+2 и , что пля всякой пары <6/2,<2А%,,,, <» 

точек первого кортежа все кортежи </р..4> ‚<2КЮ, Чье, › 
У Ыыс <9\®р..а> длины и принадлежат области Ул . Множество сахад 

< 775” о. —_ И 
кортекей, очевидно, плотно в > Ге и, кроме того, <) 

К. 9х = ОЕ . Запишем систему уравнений (9’) для кортежа 

<р...4> и некоторой его окрестности. Эта система, как было по- 

казано выше, имеет не более /2(72+1)/2 линейно независимых не- 

нулевых решений. Общее решение этой системы можно записать по об- 

щему решению (11) простой заменой точек кортека < Кё, ум> на 

соответствующие точки кортека <р..$> . Случай п=1 моно 

естественным образом включить в решение (11), полагая ДГ Р7 

=аЛ(р,<р>) Делее запишем системы уравнений (9”) для кортежей 

«р... 9 >, <]. 9»... < р.4? $5 Эти системы имеют решения,
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которые можно записать по решенкю (12); 

А" ГЕ] = @А (Е, <р.. 4?) , 

еее
! И ИХ 

(14) 

А“Глэ7 = а, (4, <Р.. 47), 

причем функции А”. в каждом из выражений линейно независимы по 

нихнему индексу < с постоянными коэффициентами. Естественно, ре- 

шения (14) являются некоторым решением системы (9), аналогично то- 

му, как решения (12) систем {9"*) и (9"”") являлись некоторым реше- 

нием уравнения (13), то есть первого уравнения системы (9). Коор- 

динаты точек кортежа < р... 4> не входят в коэффициенты уравне- 

ний (9), поэтому в решении (14) эти координаты могут быть зафикеи- 

* рованы. Для фиксирования координат возьмем, в соответствии с акси- 

омой ТТТ определения из 9Т, такой кортек «р...4.> из окрестнос- 

ти кортека <р...4> , что локальный ранг отображения {ГрРь... д. 

будет равен И для плотного в 77 множества точек: 

АЕ = а (Е, «Ро. 9.) = а Ач, (@) 

ее ‚. ст ие 
ии крае ии 

(15) 

А4ры] = ад“ из, <рь,и 95?) = РА, (0) | 

где, например, Ар = АР ее ЖЖ) и, кроме того, функции А", 

линейно независимы по индексу & с постоянными коэффициентами для 

каждой точки кортежа <2/К,и 10> . 

Итак, система (9) имеет (7 +1)/2 линейно независимых с 

постоянными коэффициентами решений, которые можно получить из ре- 

шения (15), беря для линейных коэффициентов (©*,,..,@”“”"-4 12) 

соответствующие знамения, например, (1.0. вл: ОЛ ь ви я СО наае 

., О, 1):
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РИ . т # 

ПАН АН А Сы). (15°) 
Решения (15’) системы (9) линейно независимы не только с постоян- 

ными коэффициентами, но и в общем смысле, что можно установить то-. 

чно также, как это было сделано в отношении решений (6) системы (5). 

Поскольку, с другой стороны, система (9) имеет не более й.(пт+4)/2 

линейно независимых ненулевых решений, ее решение (15) есть общее 

решение, то есть всякое ее частное решение может быть представлено 

в записи (15) с некоторыми, вообще говоря, переменными линейными 

коэффициентами с“, м =1,2.,..., ТУЗ. 

Совокупность /?(/2*1)/2  фрешений (15°) задает в некоторой 

окрестности (ел х и. к (их) кортева <&/К,, У-ы> п(и+1)!2 - 

мерное семейство векторных полей. Покажем, что это семейство замк- 

нуто относительно операпии коммутиоования. . 

Пусть векторное поле 

Я 7 АСЕ) А, ,, АГ) (6) 

есть коммутатор каких-либо двух векторных полей семейства, задава- 

емого решениями (15”). Ясно, что любой коммутатор записывается в 

форме (16) веледствие независимости коорпинат, относяшихся к раз- 

ным точкам кортека <) К и “М> . С другой стороны, коммутатор 

(16) является некоторым решением системы (9). Поэтому компоненты 

коммутатора (16) можно выразить линейно через компоненты векторных 

полей (15’)согласно общему решению (15); 

А = а А Лии, Ая) = аи), (17) 

5 > „ 9 
Убедимся в том, что в решении (17) линейные коэффициенты  — пос- 

тоянны, то есть не зависят от координат точек кортежа <2/Ка. 

л71”> . Для этого будем рассматривать выражения (17) как систему 

ити. линейных неоднородных уравнений относительно коэффициентов
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дю, „сте . Выделим из нее подсистему 2(и+1) 
- 1“, оу ил уравнений, опуская выражения А’(2) =а“А”»› (2) . Столбцами 

матрипы этой подсистемы являются ненулевые решения 

4 э \ я Г р 

(А, вер я Азы) ) 

> й #4: > 

уравнений (9), (9 ) системы (9), линейная независимость которых 

в общем смысле устанавливается точно также, как и линейная незави- 

мость в общем смысле решений (6) системы (5), Таким образом, выде- 

ленная из системы (Т7) опусканием выражения пля А^СЁ)  подсис- 

тема #1(й+41) узавнений имеет ранг #(И+1)/г2 , точно ‘равный 

числу неизвестных | ‚ М потому ее решение мокет зависеть то- 

& лько от координат точек укороченного кортеха <], \м> ; 

„ © „ 3 "А Ау х } С = Я (<) рае © >/. 

Подставим это решение в выпущенное выражение: 

„> с» ° | ‹ 1 9 р’ . АСЕ) = РС и ых) Ло) © | (18) 

и предполоким: для некоторого линейного коэффициента С“ произ- 

водная по какой-либо из координат точек кортека ук 

отлична от нуля. Дифференцируя правую и левую части выражения (18) 

по указанной координате, а затем фиксируя все коорпинаты точек ко- 

ртека а цы ^^ > › приходим к соотношению САМ (Е) = о , 

в котором коэффициенты С“ постоянны и, по крайней мере, один 

из них отличен от нуля. Но такой результат противоречит линейной 

‘езависимости функций А”, по инцексу «? с постоянными коэф- 

фипиентами в решении (15) для какдой точки кортежа 2) Ким. 

Следовательно, в выражении (17) а”= сом, о =1,..., (+4) 

и поэтому семейство векторных полей (15°) замкнуто относительно 

операции коммутирования, задавая /2(/*1/)/2 -мерную алгебру Ли 

преобразований окрестности (к ,.х И 7) кортежа <ё К М>.
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В окрестности 2(2/ каждой точки 2 из некоторого открытого 
^ п], | и плотного в 776 множества выражениями А» (Ё) из оенений 

, 
(15 ), где 4 = 1,1, , О = [2 ‚ опрецелено 

> п(п.+ 1)/2 -мерное линейное семейство гладких векторных полей с 
базисом (3), замкнутое относительно операции коммутирования и за- 
дающее /2 (70 *1)/2. -мерную алгебру Ли преобразований этой окрест- 

„2 и 7 ности. Векторные поля Х =“ Ка ‚ ге Я произвольные числа, 

5 определенные в окрестностях (2) и #(/ двух точек @ иу , 

‘совпадают, очевидно, в пересечении (2) 0 Ч (7) . Если пара 
.э а би Гимэу. т г Я а т < Е ©, ‚ то функция 7С&/)’ удовлетворяет системе уравне- 

ний (4), получающейся из первого уравнения системы (9). и ее реше- 
4 # 

ний (15°). 

Согласно второй (обратной) теореме С.Ли (см., например, /28/, 

с.438) алгебра Ли векторных полей с базисом (3) однозначно опреде- 

ляет эффективное гладкое пействие некоторой /2(/0*21)/2 -мерной 

локальной группы Ли в окрестности точек 2 ,‚ множество которых от- 
77% м ЕЕ 

крыто. и плотно. в ‚ причем действия ее в окрестностях 6((2) 

и ((/) двух точек 6 и / совпадают в пересечении К). 

#0) . То есть алгебра Ли с ‘базисом (3) определяет” /2 (#1 #1)/2 - 

мерную локальную группу локальных преобразований некоторого откон- 

того и плотного в 776 множества, для которой исходная функция 

инвариантом. Теорема Т полностью показана. 

Лемма 2. Размерность локальной группы локальных движе- 

ний, допускаемых функцией у ‚ не превышает п(п+41)/ а . 

Предположим противное, то есть что функция допускает такую 

группу движений, размерность которой больше лич . Тогда 

система уравнений (5) будет иметь более п(т1)/2 линейно 

независимых с постоянными коэффициентами решений. Возьмем из них 

любые 72(72+1)/2 11 уешений. Эти решения будут линейно независимы
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также и с пеоеменными коэбфициетами, то есть в общем смысле. Для 

того, чтобы убедиться в этом, достаточно повторить рассуждения, 

следующие за системой уравнений (7), в которых 2 & (П+4)и/2+1. 

Поскольку система (5) тогда имеет (Ре + линейно не- 

зависимых ненулевых решений, ранг ее матрицы, то есть матрицы (4) 

из 5Т, всюду должен быть меньше 77? (/71-1)/2 -]{ ‚ ге п=ито. 

Однако в этой матрице имеется отличный от нуля ступенчатый минор 

порянка /7(/7?-1)/2-1 , упомянутый в конце доказательства не- 

обходимости теоремы из ЗТ, диагональными клетками которого являют- 

ся якобианы, не обращающиеся в нуль по условию аксиомы ИТ из 8Т. 

То есть ранг матрицы (4) из 81 не может быть всюду меньше, чем 

т (т-1/а-1. Полученное противоречие и показывает лемму 2. 

Итоговым результатом первых двух параграфов является вывод 

об. эквивалентности феноменологической и групповой симметрий 7. - 
42 

-мерной геометрии расстояний, задаваемой на множестве 778 функ- 

цией Г ‚ удовлетворяющей условгю А и аксиомам Т, 11, ПТ из %Т. 

Эта эквивалентность непосредственно вытекает из доказанных в ЗТ и 

$2 двух теорем. | 

Теорема 2. Для того, чтобы функция Е запавала на 

множестве 7/С феноменологически симметричную /2, -мерную геомет- 

рую расстояний ранга 2 А , необходимо и достаточно, чтобы эта 

функция задавала на 75 п -мерную геометрию расстояний, наде- 

ленную групповой симметрией степени /2(21+1//2 . 

Заметим, что необходимое и лостаточное условие теоремы Т на- 

стоящего параграфа и теоремы из 5] о ранге отображения /” можно 

включить в определение #2-мерной геометрии расстояний, которая 

будет феноменологически симметрична, с одной стороны, и наделена 

групповой симметрией‘ - с пругой, причем обе симметоии окажутся эк- 

вивалентными, вытекая одна из другой.
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$ 3. Группы движений феноменологически 

инвариантных плоских метрик 

Одной из основных задам теории физических структуо является 

отыскание явного вида функции у в ее локальном координатном пре- 

дставлении (2) из $Т, удовлетворяющей некоторому уравнению (Т) из 

$Т. В настоящее время эта задама решена автором для прямой и плос- 

кости /4/, /5/ и В.Х. Львом пля трехмерного пространства /6/. 

В влучае = 1 функцию Я с точностью по эквивалентности 

(замены локальных координат) и переобознамения 1) ‚ где 

4” - произвольная бункция одной переменной, можно записать в 

следующем виде (см. /4/, с.204): 

(= 55(л- 24). (Т). 

В случае = 2 имеется десять различных локальных поедста- 

влений функции Я ‚ которые с точностью до эквивалентности и пе- 

реобозначения 9 4} определяются одним из следующих выоажений 

(ем. /5/): 

Дал = ее) 2+ (91-9)? , (2) 

ел = 0$ 962) 05 90) с08 (2 с/- хоре ти), (3) 

ЛОЛ) = ЗИ $Й 9 Ч) совой 9)6й 9), (4) 

СДО = хе-хе 9-99", (5) 

С =сй “СЕ сп9‹)) 605(26(2/-20))-5Й с) 5А 9с/, (6) 

ТС) = 2490-м), (т) 

—
Щ
—
 

со
 

—
 ДЕЙ = (еее хо (че-УЦИР,
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= бо = 

<) = (2 6/- * у) /(Чл-9 0) + би [чеё-ч(, (9) 

ар = вп (жел- жду)“ + (уел-9дл”)+ 

+ але во (её) - кре -Ч р), (40) 

Те = = ((2(2)-2 р) + ЕЕ ЧЕ 9), 919), (44) 

где Ве, (+В, 9+0 ‚ЕЁ,Е; - постоянные для ок- 

рестностей (2) , И(]) —, принимающие значения 0,1 , при- 

чем не обязательно в: =@&;. 

Выражения (2) - (8) определяют метрики хорошо известных плос- 

ких геометрий; (2) — евклидовой плоскости, (3) - двумерной сферы, 

(4) - плоскости Лобачевского, (5) - плоскости Минковекого, (6) - 

двумерного однополостного гиперболоица в трехмерном псевдоевклипо- 

вом пространстве, (7) - симплектической плоскости, (8) - симплици- 

альной плоскости. Метрики (9), (10), по-видимому, до настоящего 

времени в геометрии не рассматривались. 'Выражение (11) определяет 

метрику на несвязном двумефном многообразии, на связных компонен- 

тах которого будет либо симплектическая плоскость (а2=Е;=О0 ), 

либо Плоскость Лобамевского (5 =&; =+1), либо двуморный одно- 

полостной инерболоид (Её =ё]=-1). 

В работе /5/ результаты (2) - (11) приведены без доказатель- 

ства, поэтому нике мы кратко излоким его схему. Феноменологическая 

симметрия плоской (двумерной) геометрии означает, что шесть взаим- 

ных расстояний 

2(2// = Усе, уе), % <, 9671), 

ДЕК) = Дл, ЧС), СЕ), ЧС, 

ЗС ё) = (с), чсё), же), 4 (6)), | (12)
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Ой) = (24), 90), 2 (Е), Ч СЕ), | (42) 

$06) = }0%49),94), ж(е),966)), 

ке) = ое у, 94,966), 

соответствующих всем упорядоченным парам в кортеже < 2 у К2, ‚ фун- 

кционально ‘связаны, то есть удовлетворяют некоторому уравнению 

(ре дак, ЕР, ую, ое, ке) = 0. (13) 

Шесть функций ( 12) зависят в общей сложности от восьми координат 

(2) ‚ Ч) ‚ №41 , 94) , 5%) ; (Е) › =) , 96) че- 
тырех точек кортека <2/К@> , поэтому связь мекду ними возможна 

не всегпа. Согласно теореме первого параграфа, для того чтобы 6 

функций системы (12) с существенной зависимостью от координат бы- 

ли функиионально связаны каким-либо уравнением (13), необходимо и 

достаточно, чтобы общий ранг матрицы Якоби для нее; 

  

  

    
                            

    

91)  ЭХЕк) ОЕ Р) 
95) Эс) асе) О О О 

Эзе  Эдек Де) 0 
9492) 949(/ О9(2) О 
эр — оО 910) 
94) О 0 .92‹/) 9{/) О 

эй 0 бб Эми 90 0 
99) | 99 994) (14) 

О СЕ о 214ю 0 ЭК) 
9% ск) Эс) ® жк) 

о усё) 0 371) 0 Э.СЁР) 

| 99 (А) б9СК) ЭК). 
| 9122) 91/2) оуске) 

О О Эз(е) 0 9) 9ж‹е) 

9 ре) <12) скё) 0 0 =: 0 919 9 } СК 

9 (2) эч(е) 3942)
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был равен пяти. А это означает, что любой опоеделитель шестого по- 

рядка, полученный из матрицы (14) вычеркиванием каких-то двух ее 

строк, должен обращаться в нуль. Рассмотрим определитель, получен- 

ный из матрицы (14) вычеркиванием последних пвух строк. Поскольку 

он обращается в нуль токпественно по координа: там точек кортека 

<) 2> ‚› зафиксируем в нем координаты точек К, @ и разлоким 

его по элементам первого столбца. В результате получаем относите- 

льно функции дер линейное однородное уравнение в частных про- 

изволных, которое; после введения некоторых удобных обозначений, 

мохно записать в следующем виде; 

ЛС 274/! , вер 91 | Яя „97(4/7 -. ве 914 =@ (15) 
9 2 (21 942) 17 92 ‹| Эс!) чу И’ 

где, например, Я = АЖ). Уравнение (15) интегрируе- 

мо, так кк Д=О,В+О , и может быть решено методом хафакте- 

ристик: 

ДС) =Я (ФЕ-Ф о, сё, Фр), 

где Дм, м, м) - произвольная функция трех переменных, а 

тункнии И У независимы. После упобной замены координат @-> ц 

— 5% ‚4-9 вто решение запишется в таком виде: 

> 

ДА = 7-9, 9 (2) ‚9. (16) 

Подставим решение (16) в матрицу (14) и рассмотрим два опре- 

делителя шестого порядка, полученные вычеркиванием первой, второй 

и первой, четвертой строк. Эти определители, естественно, обраща- 

ются токдественно в нуль по всем восьми координатам точек кортека 

<2/Е 2> . биксируя затем координаты (Е), ЧЕ) ‚ (2) ‚ 9(ё) и 

вводя удобные обозначения, получаем следующие два соотношения:
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. г (я) 
ХС С =-м а - (А е)-АЧУ 6-60), ] | 

ХС (6) = + А) - Аб 5%), 

Поскольку в левые части соотношений (17) координаты (2) и <) 

входят в виде разности Ж(-х4), эти соотношения представляют 

ь собой, прежде всего, систему д пвух функииональн: Уч
 

‘
а
 ‚равнений относи- 

тельно Функций ЗН, А, б . Решив эти уравнения и найдя яззе 

выражения пля МУ, Аб ‚ из соотношений (17) получи 22` 

систему двух линейных опнородных уравнений в частных произ: оо. 

относительно функции Я (4 ‚17, му). Решение этой системы и сцедее 

лит одну из беноменологически инвариантных плоских метрик {=} - 

(ТТ). Наиболее сложный этап - это нахокдение явного выражения 

для функций ии, л,9 из функциональных уравнений (17), так 

как они имеют болышое число решений. 

Боро из $2 утверкдает, что какдая феноменологически ин- 

вариантная И, -мерная метрика допускает (И+1)/2 -пафраметри- 

ческую локальную группу локальных движений. Найцем явные задания 

этих групп для перечисленных выше метрик (Т) - (11) как решение 

уравнения сохранения (2) из $2. Это уравнение будем решать не пре- 

дполагая линейности или аффинности преобразований (Т) из $2 и не 

оговахивая заранее число параметров в группе движений, которое до- 

лжно получиться как результат. 

Теорема Т. Локальная группа локальных движений оцно- 

мерной метрики (Т) является однопараметрической группой параллель- 

ных переносов, 

Локальное преобразование одномерного многообразия в общем ви- 

де запишется так: 

‘= Л(х), (18)
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а уравнение сохранения метрики (Т) будет: 

210) — 50) = 5()-%Ж4), 

В результате, относительно функции А <) получаем уравнение 

А (же -А(О = ж(ё)- =), 

в котором разделим координаты 96 (2) и СО) : 

А (2624) - жсё) = А (24) -х4) =а=сет5% , 

То есть А (=) = ж+а и группа дижений (18) является однопара- 

метрической группой параллельных переносов: 

и‘'= м+а. (19) 

Теорема 2. Каждая из феноменологически инвариантных 

плоских метрик (2) - (11) допускает локальную трехпараметрическую 

группу локальных двикений, которая Задается следующими локальными 

преобразованиями двумерного многообразия: 

для метрики РЗ 

х'’= аж +вутс, | 

(20) 
ч' == 6% +а + Я, 

‘причем а® + 4°=1 : 

для метрики ме 

с0$54'со5х' а а“ а? со со 

соул‘ | = | а2* а? @°” || с084 56пх , (21) 

Ел! 22" 28? 2] \  зети 
сте т 

причем Я @ = ] 
> 

и < 22а = 1 ‚ где [ - единичная матрица,
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третьего порядка; 

для метрики (4): 

  

5 исх х' < аа д=? зАуео5ж! 

..: (|| 24 222 „23 . я р пу‘ пж’| = аб" 27 ст” |. | зп у тя (22) 

сиу’ д31 д32 083 \ срч 

| = 
причем & Га =] и (еЁа=1 ‚ где [ - псевдоединичная 

матрица типа (2,Г) третьего порядка, а>0.; 

для метрики (5)* 

х'=аж+бва тс, ̀  
{23) 

Ч'= 6х +ау+, 

| 2 
причем @*-6'=1 иа>0 э 

для метрики (6): 

еее а“ а” а? сйус05 | 

сру'тх'| = | 22% 2” 03|. | сковтх|, 

ри! 234 28? 82 Ау 

причем Та =] и (ера =1 ‚ где 1 - псевдоединич- 

ная матрина тина (2,Г) третьего порядка, Я и - 

для метрики (7): | 

='= аж + 6 Ч , 

(25) 

9'=сж+е Ч, 

й 
причем аб - 86 =1
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длЯ от 

  

(26) 

Ч’ = ву +2, 

причем ав‘ =1 и&а?70 , 60 - 

для метрики (9): 

х'= ах -ачёта тс; 1 
— (27). 

— = аа, 

поичем @>О $ 

° для метрики (10):. 

‘= аж+69+с, 

(28) 
Ч' = -фх ау + %, 

поичем ви (+ 62) + уатего 6% =о 

для метрики (ТТ): 

с (92+ Ву(сх+а)+26Е Ц" 
= - 9 

(+0) + СЕ ча 
(29) 

= | Я 9 

— (сх+е)® +чс* ей 

причем ах - вс = { я 

Запичем локальное коорлиналное представление (2) из 81 для 

случая плоской (двумерной) метрики 

Та = Дожей, у, р, УЧ. {382
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Локальное обратимое преобразование двумерного многообразия в коор- 

динатах х, и имеет следующий вид: 

=А(2,9), 9! = 6(х,9) (Г) 

причем 

Э(Л.6/И 9х, =Ажб.-Лубх #0. о 

Если поеобразование (ЗГТ) сохраняет метрику (30), то есть является 

движением этой метрики, то имеет место уравнение (2) из $2: 

Де‘, дк‘), = рака у), ху), 9 4), 

где, например, ЗЕ -А (2%), 9 2 = А(ё) . Уравнение сохране- 

ния при известной метрике (30) является функциональным уравнением 

относительно Л и б. 

0, АЦ, 6 О) = Де, 9, =), 94, (38) 

которое мы будем решать без предположения линейности или аффиннос- 

ти преобразований (ЗТ) и числа параметров в них. Связное множество 

всех преобразований (3Т), удовлетворяющих уравнению (38), состав- 

ляет полную локальную группу локальных движений. Установив эту 

групну, мы, тем самым, в соответствии с "Эрлангенской программой" 

Ф. Клейна /Т/, определим локально двумерную геометрию. Заметим так- 

ке, что если группа преобразований (ЗГ) задана, то уравнение (33) 

является функциональным уравнением относительно метрики (30), рас- 

сматриваемой ках двухточечный инвариант. 

Проиллюстрируем методы решения функционального уравниния 

(33) на примере трех метрик (2), (3), (9), так как для остальных 

метрик эти методы вполне аналогичны, хотя в некоторых случаях и 

более громоздки. 

Запинем уравнение (33) для евклидовой метрики (2):
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Аел-АО 7+ (8)- 641) = серр (Че) (34) 

и продиференцируем его отдельно по координатам 24 и У) , 

сократив затем правую и левую части на © и умнокив их на -Г: 

(А-ЛЧАж 0) + (0)-5416%:0) = жеё,- 2» 

т „. о (35) 
САЛО Аз 0) +0 - 60)6,0) = ии-ч). 

Заметим, что соотношения (35), такхе как и исходное уравнение (34), 

‚по каздой из координат 5%) ‚, 9) ‚%Ж() ‚94) выполняется ток- 

дественно. 

Соотношения (35) рассмотрим как систему двух линейных неодно- 

родных уравнений относительно разностей ^(2)-Л{) и 6()-60) , 

Определитель этой системы Д() = Л (1) 6. = А у()бж() в 

силу условия (32), отличен от нуля, позтому оно может быть решено 

методом Крамера. Для функций А( 6] и 9(2) тогда получаем: 

      

  

    

  

                       

6.) 6х4)... 6%... 6 ) 
з —_ 

: _ 
_ 

С 
{ . 

А) = о ео - пе 94 ео «Ч ИА, | 

Г 36 
АзЧ А=0 ЛЧ) А» (36) 

(=== хе)+ (2) — | 

Ай ДО) АЦ) о 

Совезсенно аналогично, ди Ференнируя уравнение (34) отдельно по 

координатам (2) и 9(2/ ‚ получаем для функций Ай д ибо): 

                

ь, ‚(2 $6) —  ОбыЕё) 65 ( А бер В р р ЕР у + д , 
ДС) ДЕ) А (Е) А 

\ т Де (36) 
_ -з _ С) (2) —. С . 

бор жун А ре 29“ +62). Г 
А (2) де)“ АЕ) АС .
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Нетрудно убедиться в том, что в выражении (36) коэффициенты 

при коорпинатах (2), 92 и свободные от них члены постоянны. 

Действительно, : ифференцируя» например, выражение для функции Л (2) 

по координате (6) , получим: Аы (2) = 5. до) = = бОМЗЕ, 

То есть выражения (36) пля функций Д(ё/ и 6(2/ можно перепи- 

сать в следующем Биде 

Д (2) = 428) + в че, 

(33) 
битом ++ и, 

где с, 6, С, х, ©, й = сомзё ,‚ Таким образом, преобразование 

(ЗТ)., сохраняющее метрику (2) евклидовой плоскости, полено быть 

‚аффинным (линейным по координатам). Обычно 5финчость или предно- 

лагается, или показывается геометрически, что возможно не пля всех 

метрик (2) - (11), заданных локально в некоторой от крестности пары 

<> . Здесь ке аффинность преобразований (3Т) доказана чисто . 

аналитически, 
. / 

Подставим выражения (37) в соотношения (36°): 

%
 

А} = (й50)- 994! - (2+ СИД) АЖ ЕЕ 

б0)= сбху+ Чук ох -Н Е ИД Е) + ужей+й те, | 

‘где Д(2)=Аж (6. (4-9 = ий -в9 О’. Поскольг. 

функции А (1) и 9) могут зависеть только от Жо) , 9) в г 

ординаты 2) ‚ 9) в правых частях выражений (38} доланы сокра- 

титься, откуда получаем; 

А = #442), 9=-64), 

(39 
4 =-94(2), @=# 44). -- 

ь , 

Из уравнений (39) легко устанавливаем, что Л (!=1 ‚› То есть



( 
' = Та, = 

д == 1 . Роли АЕ) =+41 , то А-а ‚„ 9 =-6 и выражения 

(37), (38) бупут одинаковыми, задавая трехпараметрическую группу 

(20) собственных движений евклидовой плоскости. Эта группа явля- 

ется полной локальной группой локальных движений, включающей в се- 

бя, естественно, и тождественное преобразование. Если же 4(2)=-1, 

то из уразнения (39) получаем А=-а , 9=6 с. Выражения 

(37) и (38) в этом случае также будут совпадать, задавая трехпара- 

метрическое множество несобственных двикений евклидовой плоскости: 

‘= ах+буч+с, 
(40) 

у’ = вх -аи+ еб, 

причем (4 `+ 6 = 1 . Множество преобразований (40) в совокуп- 

ности с преобразованиями (20) составляют группу всех движений ев- 

клидовой плоскости. 

Обратим внимание на то, что найденные выше преобразования 

окрестностей И(/ и и). в группе двихений локально евклидо- 

вой метрики оказались одинаковыми, что мокно было ожидать заранее, 

так как эта метрика формально симметрична по перестановке точек 2. 

И у . 

Найдем теперь полную локальную группу локальных движений (3Т) 

метрики (3) двумерной сферы. Для этой метрики уравнение сохранения 

(33) будет; 

с056(:)60$ 96/с05(А/-А 41) + $2762) $27 6 ‹/) = 

= с95 6 (ё) 2054 (1605 если) + $61 5/( 2) $2 ис). (41) 

В уравнении (4Т) раскроем косинус разности в правой и левой частях! 

с056(21с0$А 6056/6054) +2056) Пт Аа) соб $ёпт А+



‘
у
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+ $ем 92) $ 67) = С0$ (4) 605% (2) 6959 ‹)605 24) + 

+ 60$59(6) $6 п ж (2) ©0597) 5 п 9) + 9(ё)5епт су) (4Т’) 

и продифференцируем его отдельно по координатам %0) 90). Урав- 
Я сх нение (АТ) вместе с двумя результатами его дифференцирования рас- 

смотрим как систему трех линейных неоднородных уравнений относите- 

льно с0$6(2)с05АД(2) , с2$60%/156п АЕ) и $т6б(Е) . 0п- 

ределитель этой системы: 

| с056())с05 10) с0560)54п ЛЧ) 5:т60) 

А - —_ . с : . =. ме” 1 ® > .„ | 

АЦ) = | (с0560/с05 10) ж (с05б0)9т А, (567691) 
1 

ее! Ди пней Ар и, - (с0500) С° А (6056/52 п АО), (56пби/). | 

равен ©0560/(А>=40,9/-А,0)0,()) и в соответствии с усло- 

вием (32), отличен от нуля. Поэтому упомянутая система мокет быть 

решена методом Крамера: 

| > о А 2 41. 12.5 48 # > д = 

. И ху ”\ 9) 9) се) ессно 

бел АЕ) = оО) а?" 22. . > - и | ; ь 

С0$ С) $ С | ©05496154 И же) |, (#2) 

; -# | 8+.. 32.. 33. . в. 56 И0(Е) \ ©) ©) ао) $56792) ] 

где все компоненты матрицы Д(/) можно выразить явно через коор- 

динаты т (7) р чо ) ‚ но эти выражения оказываются достаточно гро- 

моздкими. Заметим, что по каждой из координат (2) ‚ Ч) ‚%4), 

9) равенство (42), как и исходное уравнение (4Т), выполняется 

токлественно. Нетрудно убедиться в том, что весе компоненты матри- 

цы СО) в решении (42} постоянны. В силу формальной симметрии мет- 

рики (3) по перестановке точек & и у , преобразование их ко- 

ординат, задающие двикение, должны быть одинаковыми. В результазе 

получаем преобразования (21), которые линейны, но не по кооодина-
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там Х , Я ‚ а по выражениям Со 9с05, сои зЕт ох, 5629 

Эта линейность получена нами чисто аналитически 6 предположения 

о том, что двумерная сфера с метрикой (3) лекит в трехмерном евк- 

лидовом пространстве. | 

`’Дополнительные ограничения на компоненты матрицы 50 поео обра 

зований (21) получим, подставляя эти преобразования в исходное 

уравнение (41). После подстановки и сопоставления линейно незави- 

‚симых слагаемых в правой и.левой частях, легко получаем условие 

аа = [ ‚ге Е - единичная матрица третьего поряцка. Пос- 

кольку @('С - сизметричная матрица, это условие задает шесть 

независимых уравнений на девять компонент матрицы С’ . Таким об- 

разом, мнокество преобоазований (2Т) при условии а‘ =] (оото- 

гональность матрицы) является трехпараметрической группой всех 

двикений метрики (3) двумерной сферы. Эта гоуппа состоит из двух 

несвязных компонент с (ефа={ и @е#а=-1, Первая компо- 

нента содержит тождественное преобразование и является полной ло- 

кальной трехнараметрической группой локальных двикений метрики 

(3), входя в группу всех движений как подгруппа. 

Рассмотрим в заключение случай "экзотической" метрики (9) 

Запишем уравнение сохранения (33) пля этой метрики: 

(АА-ЛОИ 5) - 59) + 60 [5-90] 

= | (43) 
= (Е, - ОИ (9+ вт [4@)-90)| 

и, как обычно, продиёфФеренцируем его по координатам 5‹(} , ЧЦ). 

После некоторых простых пеобрдовАНий результатов ди ференцирова- 

ния получаем: 

Ах) + бл  А@)-АЦ) | 4 

621-60) — (6-60). Че) = (44)



и 
и
 

гу; 
-` — Не: — 

ый 2, )= сиу, ) 8 " (44) 
©(ё}- 6%) ^ (9()- 50/2 | (Ч(е:-9 90) * 

Соотношения (44) представляют собой систему двух линейных не- 

  

  

однородных уравнений относительно 1/(0(2/-60//) и (Л(2)-А42)/ 
иг) (9-6) . Определитель этой системы Д(/)= А .0)0х9)- 

-А=()бу 0) ‚ в соответствии с условием (32),‘отличен от нуля, 

поэтому она может быть решена методом Крамера: 

  

      

  

  

| | \ 
1 {+ [| бд У-у ж+ж) 1 ты 5.) 6-60) А0\ 96)-90) (9е)-94))® ? 

ЛЕ) -ЛО) 4 бе бьй, р-ка р, ). р * = (\-9 6) (5%:)-60)° А У-9 = СР-ЧО” 

Поскольку соотношения (44} выполняются тождественно по всем кооф- 

динатам, в выписанных выше решениях зафиксируем координаты точки 

) - Учитывая также формальную симметрию метрики (9) по переста- 

новке координат точек @ и 7 › для функций А и б’ можем за- 

писать уравнения; 

    

2. ` а — и -ж+с. ] 

——— = | 
б-# ч-0 (9-9) (45) 
л-е | 9 _ у-&-жес 

ор + Й ны ; 
(5-1)“ 9-е (9-02 

причем д - 69 20 . Из уравнений (45) можно выразить явно. 

функции А и ©’ . Дополнительные ограничения на параметры, вхо- 

дящие в эти выражения, найдем, подставляя их в уравнения системы 

(44). Поскольку в эти уравнения функции А иб входят в вице 

разности и производных, а координаты % ‚ только в виде раз- 

ности, удобно на время для сокращения записи в них опустить адди- 

тивные параметры с,с(,е,} :



  

  

1 с и 9-Х А 9 9-м 
же, = = =—— 7 —5 — -й Я 

9 У бо у? 

откуда легко получаем выражения: 

  

: 2 (9+й)9-Их — т 

А = 9 ЖД б = = ) (46) 

(отв - 6х )2 (а+ 6) 9-х 

по которым найдем такке производные Лу и б.. : 

      

266 рр — Е: -ё = =" (289+ 6р-ай)у их . ©. _ ___ 68 (4) 

(ав) -6ж)3 (ак) Ч-8)* 

Первое уравнение системы (44) приведем к общему знаменателю: 

(Аж + 6х си) 9се/-60Н =0-= С(Л@л-^0 9-99 = (6()-6))* 

и, введя для сокраления записи обозначение 

Я = (@+ 6/9 - 6%, 

подставим в него выражения (46) и производные (47). Умнокая, да- 

лее, результат подстановки на Я (2) =) › ПОЛУЧИМ: 

Ра (ан бноей)-(ой-ов) д) ВО) рые )- 

- Ё О ЧЕЛЯ Ка В 19) -йха)- 9" =“) ( {9+ 2)96;)- р ЖИ х 

‚селу а = ЕЕ - УЕ". (48) 
Сравним в правой и левой частях равенства (48) выполняющего- 

нь. 
ся токдественно по всем координатам, члены, содеркащие ЧУ (2) : 

# р 7 о “» уз „И: ; э Я: лм. 

(ал (+ 6+ 9%} (ай-96)9)- 6(6%й}х)]- 

З —6(9+1)9° 0) =) = #8). 

Замечаем, что в послепнем равенстве слева нет слагаемого, содерка-
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щего координату Жо) в третьей степени, в то время как справа. 

такое слагаемое есть и равно ` _ вх у) ‚ то есть 6=0 . Вели 

6=о ‚ то необходимо долино быть Я 0 и № =0 ‚ так как 

дй-6 Я = . Выражения (46) для функций А и О при этом > 

значительно упростятся и станут линейными по координатам «с
 

+ 
© 

= (а) -йх ай , б=9/а 

и после восстановления опущенных на время аддитивных постоянных 

с, ©, е,{ 

= (+) (ч-)- Все" 

б= (9-м +*у. ] 

В последн :их выражениях удобно произвести следующие переобо- 

значения параметров: - Я /2* > @ , (АЛЯ 2’, 2 > 9, 

_- (ав -ИеИа “С, ар и: 

= аж+ Ву +с, б= ди, (50) 

причем (+О и Я О . Таким образом, было показано, что пре- 

‘образование (31), сохраняющее метрику (9), является специальным 

аффинным преобразованием, что заранее совсем не очевидно и геомет- 

рически установлено быть не может. 

Окончательные ограничения на параметры ©, ф ‚С, Я ы й можно 

легко найти, подставляя функции (50) в исходное уравнение (43); 

9 = д, _ё = -@ бис [| 7 

в результате чего получаем полную локальную трехпараметрическую 

труппу локальных движений (27) "экзотической метрики" (9) при 

а>0.
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$ 4. Трехмерные алгебры Ли 

преобразований плоскости 
} 

беноменологически инвариантные плоские метрики (2) -а0 из 

предыдущего параграфа были получены в теории физических структур 

методом, краткое описание которого приведено там ке. Олнако этот 

метод оказался постаточно громознцким, чтобы быть оформленных в от- 

дельную статью, поэтому автор свои результаты по‘пдвумерным гесгет-. 

риям поместил в работе /5/ без доказательства. Теорема 2 из 92 об 

эквивалентности феноменологической и групповой симметрий в геомет- 

рии позволяет получить метрики (2) - (11) из 83 как двухточечные 

инварианты трехпараметрических групп преобразований плоскости. Ре- 

шению этой задачи бупут посвящены настоящий и следующий параграбн. 

А. Пуанкаре ‘в своей работе "Об основных гипотезах геометрии", 

опубликованной в 1887 г. /7/, предположил, что "необходимыми и до- 

статочными условиями плоской геометрии" являются следующие гипоте- 

зы: | 

А. Плоскость имеет два измерения. 

В. Положение нлоской фигуры в ее плоскости определяется трем 

условиями. 

Далее Пуанкаре ставит задачу выяснить, "какие заключения во3- 

можно извлечь из двух гипотез Аи В". Математически задама состоя- 

ла в определении всех трехпараметрических групп Ли преобразо- 

ваний плоскости (двумерного многообразия). Опуская подробные вык- 

ладки, Пуанкаре приводит предварительные и неполные результаты, 

По-видимому, сам Пуанкаре придавал значение в основном идейной 

стороне поставленной их задачи, 

Софус Ли (1893) нашел все конечномерные локальные группы пое- 

образований плоскости /25/, список которых воспроизведен в моно-
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, грабии /26/ на стр. 25-26. Из этого списка достаточно просто выде- 

— ляются все трехмерные группы, что и можно считать окончательным ; 

‘полным решением задачи Пуанкаре, Однако. следует заметить, что свою 

классификацию групп преобразований С. Ли провел с точностью до по- 

добия (слабой эквивалентности в каждом изоморфном классе), так как 

допускал при сравнении групи не только замену координат на плоско- 

сти, но и замену параметров в параметрической группе. При вычисде- 

‚БИИ ке двухточечных инвариантов, оказывается, необходимо более 

( тонкое различение групи преобразований, то есть необходимо провес- 

ти их классификацию с точностью до эквивалентности (замены коооли- 

нат) в каждом изоморфном классе, чтобы учесть возможность их неэк- 

вивалентного взаимного расширения ( более подробно см. 83 гл.ТТ). 

В настоящем параграфе автор находит с точностью до эквивален- 

тности в каждом изоморфном классе все трехмерные алгебры Ли преоб- 

разований плоскости. Полученный результат, опубликованный в рабо- 

те /12/, сопоставляется с соответствующим результатом С. Ли. 

Рассмотрим локальную трехпараметрическую группу Ли локальных 

преобразований плоскости, задаваемую уравнениями: 

# гра ‚ 2. . З 

ж'=А (9,9: а, а*, @?), 
| | (1} 

= б(ж,9; а“, а", а*),. 

тде (52,9) Е исв“ , Аж бу -Лчбы. 0 и параметры (С = 

= (&* @° @°) вхолят существенным образом (см. /24/). При специ- 

альном выборе параметров, когла, в частности, их нулевым значениям 

‚И только им соответствует токдественное преобразование окрестности 

и ср” ‚ бесконечно малое (инфинитезимальное) преобразование, 

близкое к тождественному, запишется следующим образом:
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В _. о’ 
= 2+ а А: С,Ч) + Я (5,9) + а Аж, у), ] 

(2) 

Ч’= та” 6, (=, 9) + 26. бое, и) аб (х, 9), 

‘где, например, А; 5 (ЭЛ/2а*а-о . 

Операторы 

бб Х, = Ах, 9) 9, + 6, (9) би , (3) 
9. , . 

где © = 1,2,3 „бы = 5. ‚О. = -2 уз Задающие ин синитезимальные преоб- 

азования (2) линейно независимы и составляют базис тоехмерной 3 

алгебры Ли с когмутаторами 

уси - ху 
Е Ха, Ха — Сар и у 

5 

Структурные константы. С в антисимметричны по нижним индексам ©, - 
В и удовлетворяют тохдеству Якоби: 

Сил Сы * Сы Са, + Си. С:, = 

Полная классификация с точностью до воморйаии трехмерных 

вещественных абстрактных алгебр Ли был а Бианки в 1918 г. При- 

ведем ее здесь по монографии /27/: 

[Х.,Х1=0, [ХХ =0, [Х.,Х]=0; (4) 

[Х, Х.]=0, [Х»,Х.1=0, Ха, Хз| = Ха; (5) 

[Х.,ХД=О, (Хз, Х=-Ха, [ХХ = ХХ: (6) 

[Х,, Х.1=0, [Хз, Ха] =-Хь , [Ха, Ха] = РХ2; о 

[Х:,Х.] = .0, [Хз,Х: ]Д=-Ха, Ежа, Х1=О0; , (8 

Н 

ГХ,, Х.1=0 , (Хз, Х.1=-Ха,ЕХа, Хэ] Кд‘ (9`



Го - 84 - 

ЕХ.,Х.]=0, ГХз, Х.1=-Х аз Ха, Хз] -Х, +9Х,: (10) 

[Х,, а ]= 0, [Хз,Х .]=- Ха, [Ха,Хз] = а (ТГ) 

[Хь,Х.] = Хз, [Хз,Х.] = Ха, [Ха Хз] = Ха; ‚ (12) 

[Х.,Х.]= Ха. [Хз,Х.] = Ха, ЁХа,Х] =-Ха. (13) 

ге рЕО,-1; б<дт<ч. 

Алгебры Ли преобразований © 2
 

ь.
 ы
 < м
 с о 2 о
 2 й $ и С
 

02 [У
 

с У
 я 

+ 
С
 

эквивалентными, если их базисные операторы переходя? 

при некоторой локально обратимой (невырокденной) заме 

Заметим, что их слабая эквивалентность (попобие) предполагае.- 

возможность перехода в одной из алгебр к другому базису, че и 2- 

личается от эквивалентности. Эквивалентные алгебры Ли воегца ›.30-= 

морфны с точностью до совпадения структурных констант в соответ- 

ствуюших базисах, в то время как изоморфные алгебры могут оказать- 

ся неэквивалентными. АЕ, алгебры групп движений плоскости 

ру (19), но их базисные операторы в этой структуре не переходят 

друг в доуга ни при какой замене координат. 

Теорема. Базисные операторы К, Х., Хх. трехмерной 

алгебры Ли локальной группы Ли локальных преобразований плоскости, 

имеющей структуру (4)`- (13), с точностью до эквивалентности зада- 

ются следующими выражениями: 

- > > т Эх, 90» ‚ Л) Ох ; (4.1) 

Э». , 90х , - ду; (5.1) 

о) Я о < 35
 б + © 7 < © ы



(2”ЕТ) “ Рохи?5 - ох 502 “Ао ж50о2+ ®оХ 25‘ 70 

(Т^ЕТ) ет ех еж 
Хе =50?2 ехч?$ 2. 

| 7 вБежи?5 - Хо х 502253 

{т°ет) 

‘А со: Вэ‘ =а ох $07 + -@ 26 2475 23 г 

(тг) о род - 

(ТТТ) — 80-6 +72 + Жобх ‘ рр‘ >о 

_(г“от) ОЙ +х) + ®орВ-' 50‘ >< 

(тот) Ао (.р+АФ-7)2 + хоВх * хо я 

(5°6) :5оА-*е> ‘ ве‘ =е 

(16) | Е воР2 тр х ‘ хор‘ ®6. 

(28) | ‘боо+ ох‘ ве '.-=е 

(1"8) Лор + ох ' вор ‘хо 

(2-1) | о боАа + ох ло’ хо. 

а :60(9-7) 1 + ох‘ ®ор'‘ *6. 

"9 бор + *е(В+х).‘”о '”@ 

(1°9) _2е-*ож‘ мой ‘Же 

- 28-
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_ 
_ 

\. Э., - 45:7 0х +605 ду, ) 

| | 
(13.3) 

_ русо;ж Эх - 367 м 

| 
(13.4) 

_ сЕРусозх Эх -5пж од. , 

ге р+0,-4 $; 04 9°<4 ; Луфсои5Ё ;0 - любое чис- 
Я 

ло. 

Алгебра (9.2) есть алгебра группы движений (изометрий) плос- 

кости Минковского, (11.2) - евклидовой плоскости, (12.Г) - двумер- 

о-— 5 ной сферы, (13.2) - симплектической плоскости, (13.3) - одноно: 

стного двумерного гиперболоида в трехмерном псевдоевклидовом про- 

странстве, (13.4) - плоскости Лобачевского, (5.Г) плоскости Гали- 

лея, (9.Г) - антипсевдоевклидовой плоскости, (1ТТ.Т) - антиевкли- 

довой плоскости и т.д. Приведенные в теореме результаты исчерпыва- 

ют все возмонные трехмерные локальные группы Ли локальных поеобра- 

зований плоскости, задающие в этой плоскости все возможные двумер- 

3 ные геометрии, удовлетворяющие двум гипотезам Пуанкаре. Девять ге- = 

ометрий Кэли-Клейна на плоскости (см., например, /28/), естествен- 

| но, входят сюда как частный случай. Заметим, что алгебры (5.1) и 

(5.2) слабо эквивалентны, так ке, как и алгебры. (8.2) с различны- 

ми значениями 0, поэтому С. Ли в своей классификации их отокде- 

ствляет (см. конец параграфа). Однако эквивалентности мекду этими 

алгебрами в соответствующих базисах нет, 

Произведем в плоскости локально обратимую гладкую замену ко- 

ординат; 

н+
 

но
 
—
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где Ух - Р.0, +0 В новых координатах #,Р для инфи- 

нитезимальных операторов (3) будем иметь выражения: 

Хы = (Аа 9: +. 6: 4.) Я. = (Ам . + бы и.) о» 8 (15) 

Если функции (5, 9 ри Им, у) являются некоторыми решени- 

ями интегрируемых уравнений А: Ф +6. Ф.=1 БА: +6. =0, 

в которых, очевидно, А: + : +62 О ‚то для  ператора Х: полу-. 

чим максимально простое выражение; Х, = 9% ‚ Возвранаясь в (15) 

к прежним обозначениям коэффициентов и координат, модем записать; 

Х.= Аз(2,9) Ож + бах, ч) 0% _ (16) 

зо
о 

ем
ль

ьь
, 

Хз = Аз(%, 9) 9 + 63 (ж,ч)9ч, .) 

О м 
то есть А «= 1 ‚О: =О . Заметим, что выргжения (16) попуска- 

ют замену координат 

Е = +4], 2 = 49), (17) 

ссхраняющую за х „ максимально простую форму. 

По классификации (4) - (13) коммутатор [Х, Хх. ] либо равен 

нулю, либо совпадает с оператором Хз. Рассмотрим сначала пер- 

вый случай; 

ЕХ.,Х.] =0. (18) 

Подставим в коммутатор (18) выражения (16) для операторов Ха 

и Х. : Але, 9) =0 ‚ б2х(%,9)=0 , то есть А2(%,9) =А (4), 

62(%,Ч)=04/) и потому 

= А 9х В 6) ду.
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В последнем результате осуществим допустимую замену координат (17): 

, —_ 1 „. 2, Рис ) о р $ би с; Ха = (А) +09, + 6999 Ь. 
Если 6(9/=0 ‚ то Ха= (9/9 ‚ причем (9+ соийз5Ё, так 

как операторы Ха, Х 5 ° в базисе (16) линейно независимы. Полагая 

и(у) = А+) и возвращаясь к прежним обозначениям координат, по- 

лучаем выражения: 

Х. = 9х ; Ха = ух 7 

о _ 9) 
Х: = А (5,9) О + б(х, 9,94 э 

сохраняющие свою форму при замене 

= +997, 2=9- (20) 

Если ке 6(4) +0 , то функции Ф:9) и 9(9/ возьмем из реше- 

ний уравнений Л(Ч)+ 0(9)4*(9)=0, 654) 9 (9)=1 . В этом 

случае будем иметь выражения 

Хх, = 9. ) Х.= Ву ; 

(21) 
Хх. = А, 9/9. + 6(х,9)9%, 

сохраняющиеся при замене координат 

== я+а ‚р=4+6. | (22) 

Пусть теперь операторы (19), (2Т) удовлетворяют следующему 

условиь коммутирования,» 

[Х.,Х.1=О0. (23) 

> 
Подставим в условие (©3) сначала операторы (19): Л е (6,4) (+ 

+6.(х,9)0. = , откуда следует Ах, 9)=О ›,бы(5%,4)=0 ,
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то есть А(ж, 4) = А&/) о 9(х,9) = 667) и потому 

Е. А (9/9 + бу. = (24) 

В полученном выражении для Хз произведем допустимую замену ко- 

орпинат (20): 

Х. = (Л +6649 0 + 649) 9. 

Еели 6(9)=0О ‚то Х = АСУ ‚ причем функция АС) не- 

_ линейна, так как операторы (19) линейно независимы © постоянными 

козфициентами. Если же ©(У)= О ,‚ то функшю Ф(У) можно взять 

из решений уравнения (Л (4) + 69) 9) =0 итога Хз=. 

= 6/0, ‚ Возвращаясь к прежним обозначениям координат, можем 

записать: 

_Х.= Эх, Ха= 99, ,Х,= (919: ; (25) 

Х,- 9», Х.=99х , Хз = 6609. ‚. ее 

где АСУ) = соизй ‚ б+О . 

ри подстановке операторов (2Т) в условие (23) аналогично по- 5
 

лучаем выражение (24), то есть 

- Х, = Ох , Х.= Оу, 

| (27) 
\. = А (9/0 + 6(9) у , 

причем функции Ас) и 0(%) одновременно не должны быть по- 

стоянными, но тогда либо А‘) О ‚либо 6’) %0 , так 

как операторы Ха, Ха ‚Кз линейно независимы. Заметим, что выра- 

кения (27) сохраняются при замене коофлинат (22). 

Выясним теперь, какие возникают дополнительные ограничения на. 

операторы (25), (26), (27), если третий коммутатор обращается в О:
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[Х., Х,] =0. (28) 

Для операторов (25) условие (28) выполняется всегда. Для операто- 

ров (26) имеем: [Х.,Хз| = -6(9)9х О „так как 6%9/)+0. 

Для операторов (27) получаем: [Хг,Хз| = А'(4) 0х + б\(у)ду +0, 

так как либо Л“ 9/0 , либо 6 (9) +0 . Таким образом, `Усло- 

8) выполняется только для операторов (25), которые и состав- м
 вие ( 

лякт базис (4.1) трехмерной абелевой алгебры. 

‚ Пусть, далее, операторы (26) - (27) удовлетворяют следующему 

условию кокмутирования;: 

[ХХ] =Х:. (29) 

Для операторов (26) из условия (29) получаем; 6(4)=-4 ‚то 

есть Хз - 99 . Из этого ке условия для операторов (27) имеем; 

А'(9)=1 ‚ б'9)=0 , откуда: А(9)= ув, бу) = 9 = ей 

и потому Хз=(У+ 8) 9: +60, „где © - произвольная 

постоянная. Допустимой заменой координат (22) можно исключить ад- 

дитивное слагаемое @ › оцнако невозможно исключить постоянную 

$ .В результате, из выражений (26), (27) получаем базисные опе- 

раторы (5.Г) и (5.2) двух трехмерных алгебр Ли, имеющих структуру 

(5). Заметим, что эти алгебры слабо эквивалентны, но не эквивален- 

тны, так как их базисы не переходят друг в доуга ни при какой са- 

мой общей замене координат (14). 

Пусть операторы (19), (21) с коммутатором (18) удовлетворяют 

условию 

[Х.,Х,] =-Ха. | (30) 

Для операторов (19) из условия (30) получаем: Ал. ‹ ж,ч) 09+ 

+6%(%,4)0., =Э.. з то есть Аж(х,9)=1 , бъ(%,9)=0 , от- 

куда носле интегрирования; Л(х,9)= ж+Л(9), беж, 9) = 64)



_и потому 

Х. = (%+ А) 9 + 64/0. | (т) 

Произведем допустимую замену координат (20); 

Ха = (2+ А+ 0) Ф'4) 0 бо, 

Если функцию ФС) взять из решений уравнения; - (9) +Л(49)+ 

+ 6(//Ф'&/=0, очевидно, всегда интегрируемого, то для опера- 
. м =, тора Х. получим более простое выражение; Х 3 =20; 10% 29 . 

Возвращаясь к прежним обозначениям координат, можем записать: 

Х, =Э=, Х.=Удх , Ха= ЖОх + 0(4)0у. 

„
=
 

>>
 

о
 

щ
е
й
 

Операторы (19) и (21) отличаются только выражением для оператора 

Хх 2 5 которого нет в условии (30). Поэтому. в и 

ров (РТ) условие (30) приводит к прежнему результату (3Т). ито- 

ге получаем 

_ р Аи, м > ай = (Ж+А(и)) О. + бу) д. а 
ке ( МАИ 7 Е 9) бу (35) 

Олераторы (32), (33} удовлетворяют двум условиям коммутировз- 

ния (18} и р Предположим, что имеет место еще третье условие: 

>
 

„Ха] = ХХ, (34 

Для операторов (32) это означает; (4-69) Эх =(9+1) сы со 

есть 6(/)=-1 . В результате получаем базис (6.Г) с коммутатора- 

ми (6). Для операторов (33) из условия (34) получаем: ры 
| , 

у _ 
& в о выражении для Л опустишой 22 

ординат (22). В итоге приходим к А,
 

ро
 

0:
 

«=
 

>
 С “< к
 

С
 

® 

—^
 

м
 

ы 
“м

ин
ой

 

ыы о
 Фо)
 

г [6
% 
Р
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изоморфна алгебре с базисом (6.1), не только ей не эквивалентна, 

но даже слабо не эквивалентна. Поэтому в классибикации С. Ли ал- 

гебры с.базисами (6.Г) и (6.2) представлены отдельно. 

Предполоким: теперь, что операторы (32) (33) удовлетворяют 

другому третьему условию коммутирования; 

[Х2,Х:] =РА., __ (85) 

где р+О0,- 

| Для операторов (3°) имеем из условия (35); Су- 6(49)) 9 = 

= руд. ‚ то есть 69) = (3-р/ч . В результате получаем ба- 

зисные операторы (7.Г) трехмерной алгебры Ли с коммутаторами (7). 

Для операторов (33) условие (35) означает; А (4/9 +6) ду = 

= Юэ, ‚ то есть АСУ) =0, 6") =р . После интегрирования 

получаем: А (9) = @ё, 9(9)= ру 6 и потому Х.=(ж+та] 0+ 

+ (ру+ 6/99 ‚ Поскольку РО , постоянные @ и 6$ можно ис- 

ключить допустимой заменой координат (22); = = %+@, р=у+ 6/рз 

после чего приходим к базису (7.2) трехмерной алгебры Ли с теми ке 

коммутаторами (7). Аналогично предыдущему случаю, изоморфные алге- 

бры с базисами (7.1), (7.2) слабо неэквивалентны и потому предста- 

влены в классификации С. Ли отдельно. 

Заметим, что при получении операторов (7.Г) ограничительное 

условие ЮЕО,-1 не было использовано, но выражение для опера- 

тора, Хз В базисе (7.2) упрощалось заменой координат, в которой 

должно быть р+о. Поэтому базисные операторы (8.Г) и (8.2) 

трехмерных неэквивалентных алгебр Ли с коммутаторами (8) можно по- 

лучить соответственно из базиса (7.Т) и базиса (7.2) до упрощения 

выражения пля Ка ‚ полагая ввних рР=0 и производя во втором 

из них замену координат & = та, 2=4 . Если ще в базисах 

(7.1) и (7.2) полокить рР=-4 ,‚ то придем соответственно к бази- 

сам (9.1) и (9.2} трехмерных алребо Ли ск ммутаторами (9), Заме-



= 
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тим, что если в базисе (8.2) варьировать постоянную $ то полу- 

чим множество неэквивалентных трехмерных алгебр Ли, которые все 

слабо эквивалентны мекду собой и потому отокдествляются между со-- 

бой и случаем © =О в классификации С. Ли. 

Будем теперь прелполагать, что операторы (19), (2Т) уцовлет- 

воряют условию коммутирования 

[Х., Х,1=-Х2. о (36) 

Для операторов (19) это означает; Аст, о. + 6%сх, 9) 0. = 

= уд ‚ то есть Аж(%,9ч)=9, бе(х,9)=0 ‚ откуда после 

интегрирования: Асс, У] = жу+ Ас), сх, 9) = 6(9) и нотому 

Х.= (<9+А‹ 1). +6(4/0. . Произведем допустимую замену. 

координат (20); Хз = (9+9) + 644), + ОЧ) и фун- 
кпиЮ Ф< ) возьмем из решений уравнения -9Ф(9)+ ©(9) а УЛ + 

+Л4)=0 ‚ всегда, очевидно, интегрируемого. Тогда для оператора 

Х. будем иметь более простое выражение; Хз =Я р ОЕ + 62/0» , 

Возвращаясь к прехним обозначениям координат, мокем записать: 

Х.= 9, Х. = 99» , Х.==99. + 6(4)0%. (37). 

Для операторов (2Т) из условия (36) получаем: Аш, 9) 9 + 

би, 9)9у=9., ‚ то есть Ажсж, и) =, бк, 9) = 1 5 отку- 

да после интегрирования: А(х, 9) = А (9), 6(х,9)= х+6(4) и потому 

ХЭ, Х.= д, Хь= А + (+6, (39 
с допустимой заменой координат (22). 

Пусть, далее, операторы (37), (38), удовлетворяюгие двум ус- 

ловиям коммутирования (18) и (36), подчиняются дополнительно тре- 

тьему условию 

[Х., Хз] =-Х,+Ф Ха, (>
 

о
 
—
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ге О< 9“ <4. 

Для операторов (37) в этом случае имеем: (Ч2-0(4)) Ох = 

= (= 1+9) 0 ‚ то есть 6(9)= 1-ф9+42 и мы приходим к ба- 

зису (Т0.Г) трехмерной алгебры Ли с коммутаторами (ТО). Для опера- 

торов (38) из условия (39) получаем: А‘) 9х +699. --9Э..+ 

+ еду ‚ то есть АС) =-1,69)=9 , откуда носле интегри- 

рования; Л(9) = -9+@, 6(у/)= 9+8 и потому Хз=(-У+ 

+а)9» + (ж=+0у+ 610, . Постоянные @ и 6 в выражениях для 

Х. исключаются попустимой заменой координат (22), которая в дан- 

ном конкретном случае запишется так: = + рее + 6, р=9-а. 

В результате получаем базис (10.2) трехмерной алгебры Ли с. кому- 

таторами (10), которая не эквивалентна (и слабо не эквивалентна) 

трехмерной алгебре (Т0.Т), имеющей ту же структуру (10). Носколь- 

ку в предыдущих рассуждениях ограничение 9+0 в условии (39) 

не было использовано, полагая в выражениях (10.Г) и (10.2) @=0 , 

получаем базисы(ТТ.Г) и {1Т.2) двух изоморфных, но не эквивалент- 

ных (и слабо не эквивалентных) трехмерных алгебр Ли с коммутатора- 

ми (ТТ). 

Выне был полностью рассмотрен случай, когда по классификации 

(4) - (13) первый коммутатор обращается в нуль. Перейпем к рассмо- 

трению другого возмокного случая, когда этот коммутатор отличен от 

нуля: 

ЕХ., Ха] = Хз (40) 
з 
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Х. = 9. , Х. = Ах, 9) 9 + 6х, 429%, 

| (АТ) 
Х, = Ах (2, 9/0 + бх(х,9) 94. ] 

‚Пусть теперь операторы (АТ) уповлетворяют второму условию 

коммутирования 

[Х.,Х.1=Х., (42) 

откуда, подставляя их в это условие, находим; Ажы (, 9) Эх + 

+ бах С, 9) ду =-А (2,9) 0х -бх, 4) ду ‚ в результате чего по- 

_лучаем линейные дифференциальные уравнения второго порядка для фу- 

Асы (2,9) + Ах, 9) =0, ] 

бах (жж, 9) ии (х,9)=0. 

Общее решение каждого из уравнений системы (43) хорошо известно: 

й А (2,9). А (и) 56 0х + м (9) сз, 1 

(44) 
6(%,9) = бу) $5 пм + У(9) с05х , ) ‘ 

где функции А), Ч), 659), ии)  произвольны, но не обращают- 

ся в нуль одновременно, так как операторы (4Т) линейно независимы. 

Для этих операторов с использованием решений (44) получаем следую- 

щие выракения: 

: А 
Ха = Ох РИ 

Х.=('./) 52 ж + бус) Ок +9) пох вич) ео хУду, р (45) 

Хан (А()с05х деи) их) де + (505-49) 5 ЗЕ
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 Поизведем в выражениях (45) попустимую замену координат ( 17), 

сохраняющую простую форму оператора ЛХ, . При этом получим; Ха=9 => 

Х»= (чу 4‘) 5ё п ф + (А+6 ф'/С 05 56 ПЕ + 

+ (- (А+ бриф + ить ф')с05ф) с05 5) Ор + 

+ (255 пф +6с05ф) 5 из +(-б56 ИФ +ре05 4) 60$ = 

и аналогично пля Кз ›‚ где функции А „6, У, Ф, ® зависят толь- 

ко от координаты 9 . бункцию (Ф(У) замены координат (Т7) возьмем 

из решений уравнения (А+ 9’) $2 и ф- (и+ рф) 0Ф=О , оче- 

видно, всегда интегрируемого. Если при этом функции ©(У) и У) 

обрашеются в нуль, то, возвращаясь к прежним обознамениим, получим; 

=0. №, = Аи Э Х. = А(4)605 жд, (46) 
К.= С х. э 2“ х й \5 = Я Ж 

Вели не хотя бы одна из функций 6) и (и) отлична от нуля и 
& 

при этом У52Иф+бе05ф о , то вторую функцию С) замены 

координат (17) возьмем из решений уравнения (у5и+беоз у) 

=41 . Тогда в прежних обознамениях мокем записать: 

Хх: = 9 > й 

= АС) тс Ок + (567 + убулсозх Гу, (47) 

Х, _ Ау) Сож. + (605% - репку , 

Если ке, наконен, при бе+у` +0 будет опа беса О , 

то должно быть: — 05271 2+ 760$ +0 и функцию 4) возьмем 

из решений уравнения (- 6527 ф+ 067$ 4)%'=4 , И тогда в пре- 

кних обозначениях для операторов (45) можем записать:



= 9 

Г ‹ Х: = 9х + Х.=А(У)5:И хо» Е созх Оу, й 

ря (48) 

‘= Ас) с 05 Ох - $ пе Фе. Х 8 Л Я Сс мы 9. 

Предположим теперь, что. операторы (46), (47), (48), удовлет- 

ВОБаюищие двум условиям коммутирования (40) и (42), подчиняются еще 

третьему условию алгебраической структуры (12): 

с [ХХ] = Ха . (49) 

Для операторов (46) это условие не выполняется: -— А О» = Эх ; 
$ —. 

то есть Л\=-1 , что невозможно, так как функция Ач) веще- 

ственная. Подставим в условие (49) операторы (47): (- А км АР )0.- 

- (А+р’ в = 9, » откуда получаем связь: АКИ'=О .  Произве- 

дем в выражениях (47) допустим ло замену координат (17); 

- = (ур иф+ (А+) со ф) 5 ИЕ + 

«ев фк рфбов фу созЕ Эр + 
— 

+(узет ф+соз ПЕ + (- $27 +7054 }605=) ’о , 

ыы
 

и аналогично для Хз . Функции Ф(4) и 99) замены координат 

(17 возьмем. из решений оДИОЩИЯ двух уравнений; ИИ Фьсо$ф= 

в =0 ,‚ (-5 п фу’ Ф)И”=Т , С учетом полученной выше свя- 

* 

зи Д+И'=0О будем иметь такке, как легко проверить, еще одно 

соотношение: - (А+ф')5ё и @+уф Со = О. В результате, возвраща- 

ясь к прежним обозначениям координат и функций, получаем выражения 

(48). Подотавия теперь в условие (49) операторы (48): (А А) Эх = 

_— о Ут х7оа ут ие“ Ач Га а 7 ® = Сх , откуда получаем уравнение: ‚ которое имеет 

единственное решение: ле) Бу(у а е). Постоянную Я в выра- 

о кениях (48) мохно исключить следующей заменой координат: & =я, 

= 9+“ .В результате приходим к единственно возможному в
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пределах эквивалентности (и тем более, слабой эквивалентное: 

зису (12.Г) ‘трехмерной алгебры Ли с коммутаторами (12). 

Предполоким, В заключение, что операторы (46), (47), (48) 

подчиняются дополнительно условию коммутирования 

[Хг, Хз] = -Х. (50) 

алгебраической структуры (13). Для операторов (46) это означает; 

ЛО. =Э, оо есть А7=4 и потому Л= +1 . Шри А() 

= +1 получаем базис (13.Т)трехмерной алгебры Ли с коммутаторами 

(13). Если же А(Ч) = —1 , то произведя замену координат $ = ж+ 

+, р=чЧ , получаем, в прежних обозначениях, тот ке базис (13.Т). 

ди хе подставить в условие (50)операторы (47), то, совершенно 

аналогично предыдущему случаю, получим связь; А+у'=О . Исполь- 

зуя эту связь и производя в выражениях (47), как и раныне, замену 

координат (17), с функциями (9) и (4) ‚, удовлетворяюнщими урав- 

нениям У5ЕМ Ф+со5Ф=О , (-5иф+ ео) "= 1 ‚о получим 

операторы (48). Для этих же операторов условие (50), как легко 

проверить, приводит к уравненин: А’ А+ т=@ ,„, которое имеет 

три различных решения * А(ч)= Е1 , Ас =- ён (о+а) ‚Л (9) = 

=-сЁЙ (Ча) . При А) =+1 из выражений (48)получаем базис. 

И (ТЗ.2)трехмерной алгебры Ли с коммутаторами (13). Если ке А (Ч) 

=-1 ,‚ то после замены координат & =ж+й, р=-ч приходим ко 

тому же базису (13.2). И, наконец, подставляя второе и третье реше- 
:/ \2, 

ние уравнения А -Л”+1 = в операторы (48) получаем соответ- 

торами (13). Постоянная С при этом исключается заменой коорцинат 

бБ=х, = +4 . Заметим, что, в отличие от предыдущего 

случая, пля структуры (13) в пределах эквивалентности (и слабой 

эквивалентности) имеются четыре различные изоморфные трехмерные 

алгебры с базисами (13.1), (13.2), (13.3) и (13.4). Если в. выраже-
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ниях (13.2), (13.3), (13.4) произвести соответственно следующие 

замены ко ординат у 

Я = $27 х /(608%+1), р зору /(созж+ 1); 

= = и ж/(со5х-ЕА4), 2 = 1/69 (созх-04); 

у Е м 5ёлк (созж-е у) , 2 1/5 9 (с05х -с Ау), 

то пля них всех получаем единообразную запись (после` возвращения 

к прекним обознамениям этих координат); 

, , 2 ау , И Х, = 5 (1+5 ЕЙ 19% + м90у, 

Х.=ЖОж+у ду, (51) 

Е - 25+ че; о - жчд 

где & =О пля (13.2), &=-41 для (13.3), & = "1 для (13.4). 

‚ Как уве было сказано в начале этого параграфа, С. Ли проводил 
>. 

‘классификацию групп преобразований с точностью до слабой эквивале- 

нтности (подобия). На языке соответствующих алгебр Ли это означа- 

ет, что при сопоставлении двух алгебр одинаковой размерности допу- 

скается не только замена координат в базисных операторах одной из 

них. но и отпельное линейное преобразование этого базиса. Выделим 

из полного списка конечномерных алгебр Ли преобразований плоскости 

составленного С. Ли в 1893 г., базисные операторы У. ‚У, ‚ У. 

всех трехмерных алгебо: 

ЗА. 9 = ‚ ду 

<
 

ь 

2 
29-9 9х + с (9: т чу) 

> + (2 ^ 99°) Ох +2жу9у, | 

Эу + 29 0х + (49° ж?) ду , 99.-=9у ;



14. 

Т6. 

17,. 

17. 

17. 

Т8. 

20, 

где 

вхрих ву 3 иду ‚ О. - 

9., Хх ду , уд; 

2. ‚2х0 + 90у , х*9 + 99, ; 

Эу, Эк, ХЭ» + (ж+у)0у ; 

хр Оу, к ехрах 9ч ‚=; 

еер® со5рх 9 ‚Эх ‚ежрах прж оу, ‚ В+О; 

ехр:жОу, ера 04 ‚9: , 1 (>, +0, 

Эч , = 9 ,. Рес) Оч; 

5. +0. ж9х Е бу я хх + чо, ; = Я > —. 

бу, 9 бу 5 Утоу; 

Зи, 9х Ох + СУ, , С+О,1; 

слева указан номер по классификации С. Ли (ем. /26/, с.25-27). 

Результаты данного параграфа, изложенные в теореме, сопоста- 

вим в пределах слабой эквивалентности (подобия } с приведенной то-



ЛЬКО ЧТО классификапией С. Ли. Лля каждой трехмерной алгебры Ли из 

этой классификации укажем такое линейное преобразование ее базиса 

У, „У, ‚У. и такую замену координат в нем: & = (%,9), р= 

= {/(*,49) , при которых получатся базисные операторы Х., Ха, 

Х з Из списка теоремы (при возвращении, естественно, к прекним 

обозначениям координат). Заметим, что в пределах подобия (слабой 

эквивалентности} следует выпустить все алгебры (5.2), подобные ал- 

гебре (5.1), и алгебры (8.2) с О С, подобные этой ке алгебре с 
<“ 

о о=о. 

Итак, трехмерные алгебоы Ли преобразований плоскости из клас- 

сификации С. Ли слабо эквивалентны следующим алгебрам из класеи- 

фикационной теоремы данного параграфа; 

алгебра 34. - алгебре (10.2) се 9= ае/и1+са при СО 

и алгебре (11.2) ши С=@0 ; 

- Х. У, „Ха (ету, /ИТЕЕЕ, Хь =У,/ИТРЕЕ, 

Б=х-<с9, В = 1+" 9; . 

алгебра 35. - алгебре (12.1); 

Ха = УИ, Х.= У2/@ , Х.=У, , 

= = = азс ж/(1-=-92), Р= асе 2/1 +2), 

алгебра 36. - алгебре (13.4): | 

Х, =Уз, Ха= У./е , Хз= У./2, 

= =- ие ‚р= ачейА (1+8, 9/2 Иж к уг. 

алгебра 11’. - алгебре (8.2);
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у. =, 2 Х. = «У, +У) , Ха =У. , | 

= = Чежр (-4х) , @=Х; 

‚ алгебра 12. - алгебре (7.1) с Р=1 : 

Хх. =У, , Х. = Уз, Ха=Уь, 

Е =) 2=%7; 

алгебра 14. - табов (13.2): 

Хи +У Иа , Ха= 4/2, Хз (9,952, 
= = атлет 2х /(1-“) ‚= 2гиу /(1+х°); | 

алгебра 16. - ЕВЕ (6.2): 

Х. =У: ‚ Х2= у. , Хз=У», ] 

| Е =9 , е=х; р 

алгебра 17,. - алгебре (5.1) при ®«=0 ; 

Х.= У, , Х.= У, , Хь=-Уь, |] 

Е = У, ра 

| _ и алгебре (6.1) пи и + О 

`Х: = У, /< Х.=Уе , Х.=- Уз /% , | 

Е=хуежр (-4т), р=чж; о ) 

алгебра 17.. - алгебре (10.Г) с ф=-4 “+В при “*О и



-.400 -` 

^ | (ТТ.Г) при “=0 : 

Х, = тра > Ха =- ИВР, [В , Хь = УИ, 
вуехр (-ых) | Иер“ сор . Г 

= г 7 => ; 
ДУС" р + ео вх 

      

Взёпвх +“ горе 

алгебра 173. - алгебре (7.Т) с Р=42/, при 62/5, #О,-1, 

алгебре (8.1) при К, =О ‚ алгебре (9.1) при &2а/^, =-1 ; 

‘ 

ХК =-У ‚ Ха =У. , Х. =- Уз. , | 

= =-: 9 еар(-:=) 8 Р=-«(, ехр (“м4 : 

элгебуа 18. - алгебре (4.1): 

алгебра 20. - алгебре (13.3); 

Х. = (9:+5.)/2, Х.=У. , Хз = (9,-Ч5/И, 

== асе ЕМУ), р= ат деи +*) ;] 

алгебра 23. - алгебре (13.Т): 

Х, = (9, +4,/2 , Х.=Уз, Хэ= (9: - 95/2, 

= дате 9 у ‚ Э=я; 

алгебра 25. - алгебре (7.2} с р+1 при с + -1 и алгебре 

(9.2) при с =-1; ре



‘у
 

„= 

алгебра 26. - алгебре (8.2): 

Х. = 3% 2 Х.=9; 3 Х.=У2 , 

алгебра 28. - алгебре (7.2): с р=1: 

Х, = Ча ‚„Яз= У. ‚„Хь = 95 ; 

Проведенное сопоставление показывает, что в пределах слебсг 

эквивалентности (подобия) изеется взаимно однозначное соответ? . 

вие между множеством всех трехмерных алгебр Ли преобразований ило- 

скости по классизика 1 С. Ли и мнокеством трехмерных алгебр по 

классификационной теореме настоящего параграфа, причем у С. Ли ал- 

гебры 11', и 26. оказались подобными. Все это подтверлкдает полно- 

ту классификации С. Ли с точностью до подобия. Противополокжное 

мнение автора, высказанное в начале работы /Т2/, будто "список 

трехмерных алгебр у него (С. Ли) оказывается почему-то неполным", 

было ошибочным. Однако результаты работы /Т2/, составляющие содер- 

жание данного параграфа, дополняют классификацию С. Ли с точностью 

до эквивалентности, когда при сравнении двух алгебр в каждом изо- 

морфном классе допускается только замена коорпинат. Из классибика- 

ционной теоремы автора видно, что такое пополнение имеет место то- 

лько в отношении двух трехмерных алгебо (5.1) и (8.2) с 6 =0 . 

имеющих структуру (5} и (8). Как будет видно по результатам $4 гл.
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$ 5. Метрика плоской (двумерной} геометрии 

как дпвухточечный инвариант 

Согласно теореме 2 из $2 кажпая из феноменологически инвари- 

антных плоских метрик (2) - (11} является невырокленным двухточеч- 

ным инвариантом трехпараметрической локальной группы Ли, локальных 

преобразований плоскости 

хи = Аж, 9; а *, &", а?) 2 

(т) 
9 '= 5(ж,9;а*, &*, @”). 

_По базисным операторам 

Ха = Ан (=, 419. + бисж, 99 , (2) 

где =1,82,3 соответствующих трехмерных алгебр Ли, полная клас- 

"Фикация которых с точностью до эквивалентности в каждом изомоо- 

фном классе была проведена в предыпущем параграфе; можно сразу за- 

писать бесконечно малое (инфинитезимальное) преобразование ‘плоско- 

сти, близкое к токлественному: 

Еж + се“. СХ, Ч) + аж, 9) + аз,“ ), 

| | | (3) 
=9 +4 6,(х,9) + д", у) + 46, (%, Ч) 

(см. выражения (Т), (2), (3) из 84). 

Пуоть Себу ИС ие, 
А. 

Е “(< К ` - две различные точки плоскости. Функцию пары 

СЕ) = ОСЬ 9), 1,94) (4) 

будем называть локальной метрикой соответствующей плоской геомет-



\ 
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рии, если она является двухточечным инвариантом грунпы преобразо- 

ваний (Т)окрестностей 42) и и(}) ‚ то есть удовлетворяет 

уравнения 

О О А о, (5) 

(см. выражение (30} и уравнение (33) из $3). 

Метрику (4} будем понимать в самом общем смысле как такую до- 

статочно гладкую функцию координат пары точек плоскости, которая 

сохраняется при преобразованиях (1). Никакие пругие ограничения, в 

том числе и существенная зависимость от коо рлинат, не вводятся. 

Дополнительные свойства метрики, такие как симметрия, неравенство 

треугольника ит. д., могут вытекать из инвариантности метрики, В 

случае сер) = сеи5Ё будем считать метрику тривиальной. 

Подставим в уравнение (5} бесконечно малые преобразования (3) 

окрестност-я (2) и #(/ и поодиеренцируем его отдельно по 
"^ „2 >. 8 

кахлому мз независимых параметров @ <, а ‚ полагая затем в ре- 
: 2 . 8 —_ 

зультатах дифференцирования Я@=@'=@. #0 ; 

С ее, 9 ‚эле. кар 
« ; ре о1<5. с , 

Е ЗС! 9 ° 91 

где, например, Ам (2) = = АС, 922), &(=1,2,3 . Таким обра- 

зом; если метрика (4) является двухточечным инвариантом группы 

преобразований {1}, то она необходимо является решением системы 

(5) трех линейных однородных уравнений в частных производных пер- 

вого порядка. Согласно инфинитезимальному критерию инвариантности 

(см. /24/, в. 77) это необходимое условие является также и поста 

точным. Систему уравнений (6) мокно записать более коротко в опе- 

раторной форме, используя выфажения (2): 

Ха + Хы ДС) = О, (6”)
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где, например, Ха (2) = Аа) 6/9: + 0%((79/9(). 

В отношении системы уравнений (6’) необходимо сделать следу- 

ющее существенное разъяснение. Базисные операторы Хх(е/ задают 

преобразование окрестности (еле Ю“ ‚ а операторы Хо) = О 

рестности ис“. При вычислении двухточечного инварианта 

$ </) по уравнениям (6”} фактически рассматривается преобразова- 

ние окрестности их) , задаваемое операторами Хи(/) = 

= Хы + () _. Поскольку операторы ХЕ) И К Кохути- 

руют между собой, соответствующие алгебры изоморфны алгебое с ба- 

зисом Х 47) с точностью до совпадения структуоных констагт и 
. 

чо потому изоморфны между собой. Однако это вовсе не означает, 

р алгебры с базисными операторами Хи (21 и Хы (/) эквивалентны 

то есть что эти операторы переходят друг в друга при некоторой ло- 

кально обратимой замене коорцинат (2) > Ж() , 4) >49) 

Поэтому, если, например, имеются цве изоморфные, но не эквивалент- 

ные (хотя бы и слабо эквивалентные} трехмерные алгебры Ли иреобра- 

$ зований плоскости, то двухточечный инвариант необходимо искать для 

всех трех принципиально различных сочетаний алгебр в системе урав-. 

нений (6°). 

Координаты 262), Че дих (м, 9) могут входить в вы- 

ражение (4) для двухточечного инварианта существенным или несуще- 

ственным образом. Существенная зависимость означает, что никакая 

замена координат не приведет к уменьшению их числа. Если эти коор- 

динаты входят в выражение (4) несущественным образом, то инвариант 

Я (6) будем называть локально ‘вырожденным. Если же координаты 

52), 9(е) и %4),9() входят в выражение (4} существенным 

образом, то инвариант (4) будем называть локально невырокценным. 

Пусть инвариант Деу) локально невырокден. Этот инвариант опре- 

делен для локального преобразования окрестности 2((2/Х 4 (/) . Если 

преобразования окрестностей Й(/ и 2/(}/ задаются неэквивалент-
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ными алге ебрами, то естественно возникает вопрос о том, как’ зависят 

от кооолинат двухточечные инварианты преобразований окрестностей 

(их И (:) и И()* И) ,‚ то есть "внутри" окрестностей И) 

и И (;) . Будем называть инвариант ДЕ) полностью невырожден- 

ным, или просто невырокденным, если он локально невырожден не то- 

лько в окрестности ШС /х (7) , но также и "внутри" окрестнос- 

тей 1((2/ и (7) . Ясно, что феноменологически инвариантные | . 
плоские метрики, определенные на открытом и плотном в 776х 77% 

подмножестве 9х ‚ являются невырокденными (полностью) двухто- 

чечными инвариантами }(Ё/) некоторой локальной трехпараметриче- 

ской группы преобразований окрестности И(С)х и) . 
з йух 

Лействия локальной группы Ли в окрестностях 242} и И (7) , 

образований окрестность ти ‚ которую будем называть вза- 

имным расширением исходных групп преобразований. Соответствующую 

алгебру Ли с базисом. Хх) =. и Ла (}) будем называть взаим- 

ным фасшиоением алгебр Ли с базисными операт горами Кд() и Х« 

Теорема. Двухточечные инвафианты взаимных расширений 

локальных трехпараметрических групп Ли локальных преобразований 

плоскости, задаваемых базисными операторами Х.,Х., Хх. из тео- 

резхы $4, с точностью до переобознамения #1) >} ‚ где ® - фун- 

кция одной переменной, задаются следующими выоежениями: 

для взаимного расширения алгебр (4.Г) и (4.Г}, то есть пля 

алгебры (4.1) + (4.Г): 

ар = (ал, 94; | (7) 

для алгебры (5.1) + (5.Г): 

фа = 6 («/ 9, (8) 

для алгебры (5.2) + (5.2):
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= 10% - 

дер = (в: - бел «чИ - (902-92, 

для алгебры (5.1) + (5.2); 

Хар = жел-хо)- 99) - 0; Уч; 

для алгебры (6.1) + (6.Г): 

7) = 91-94), 

для алгебры (6.2) $ (6.2); о 

а = (еее коре) = вп -Ч ЧИ , 

для алгебры (6.Т) + (6.2): 

Ср = Си) - х-уу цу ежРУ Ч); 

для алгебры (7.1) + (7.1) пи +0, +1 : 

ЕО = Ч@9 Ч, 

для алгебры (7.2) + (7.2) при р=0,+1; 

Ди) = (ее: - хи) "/ СУ -94), 

для алгебры (7.Г) + (7.2) при р+@,*1 : 

дар = сел тру И; 
для алгебры (7.Т) + (7.Т) при Ю =+1: 

фар =71(494),90)), 

для алгебры (7.2) + (7.2) при р=+1 : 

ДО = (0 - «ЧУ ел-94)), 

для алгебры (7.Г) + (7.2) при р=а+ в 

(9) 

(ТТ) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18)
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ТО = и (19) 

для алгебры (8.Т) + (8.1): 

ДС) = И (20) 

для алгебры (8.2) + (8.2). 

ДС) = Чел - 9 - б-р т [6 )-ж 0), (2т) 

`Для алгебры (8.1) + (8.2): 

>
 

м
 СЕ) = Сев - ж 4) -96)94))/ Е) + о; и |9; 

для алгебры (9. т + (9.1): 

дари, (23) 
для алгебры (9.2) + (9.2); 

ДЕЛ = (Же) - * 42) 1-92), — (24) 

для алгебры (9.Т) + (9.2): 

14 = Сжел-хфр- ЧеууИтчаг; (25) 
для алгебры (10.Г) + (10.1) пои 0<9°<4 

со $; 2< Ё — 2 
й р д . 

7) = ачеёа | ТЯ _ тео 294) - 2 . 

ТУ ‘ БЕЙ Ека в - (26) 
ИН-9". 7 уе 2) 

для алгебры (10.2) + (10.2) при О < “< 4 ; 

- э По уР: эаиил э: : й . , орк, РД 

уе = бп (ел ду - 2-99) А (9-й) 

2 ‚ 2+9 я -2%‹/-99) 

+ ал чт 29 = . р 27) 
УЧ - & = У . и Га . и в ; : ны 
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для алгебры (10.1) + (10.2) при О<9“<4 ; 

  
  

р к -жи - 94194) г=р(. _#_ р у} @8 

У - 9962) + уу И1-9= уз-9= ]' 
для алгебры (11.1) + (11.1); 

СЛ = аче 199 (8) - 2991), (29) 
| для алгебры (11.2) + (11.2): 

. Дара Се ея (р-р, (30) 
для алгебры (1Т.Г) + (11.2): 

1 = Себе - 96) 0))/У1+9°С6); (ЗТ) 
для алгебры (12.1) + (12.1); 

_ СЕ) = се) со у) сое ее ор)+ вт 94) $2790); (32) 

для алгебры (13.Г) + (13.Т): 

ХЛ) = д (9). 9), (38) 

пля новы (13.2) + (13.2); 

У) = ехр (- чи кт И, (34) 

для глгебры (13.3) + (13.3). 

УС = слу) ей усов (с) жд) - рб ЗПУ), (35) 
для алгебры (13.4) + (13.4): 

= ров еовеее-еор) - сруссй 94, (35) 

для алгебры (13.2-4) + (13.2-4) в форме (5Т} + (51):
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огр = (ебу ЕАСИ + 4/9 Ч Ч, (3) 

_ для алгебры (13.1) + (13.2-4): 

_ 30 = 9), (38) 
- № (в. Ярра, Яя 

‹ где 9: От, г, 2, - постоянные пля окрестностей #2), 6), 

т а ° > С ь — т * х. А ; м причем Е: би - О, 21: 9 , 6; - любые: Хх - пооизвольная 

В сбоомулированной только что теореме приведены все нетриви-- 

альные пвухточечные инварианты. Среди тридцати двух инвариантов 

эквивалентных и неэквивалентных взаимных расширений трехмерных ал- 

гебр Ли преобразований плоскости имеется одиннадцать полностью не- 

вырожденных: (12), (15), (18), (24), (27), (30), (32), (34), (35}, 
(36), (37}. Остальные либо вырокденны, либо невырожденны только 

локально. Заметим, что все локально невырокденные инварианты, а 

именно, (9) при бр 6; 10, 18), 16), (20 пя ОО) , 

(22), (25), (28), (3ЗТ}, появляются при взаимном расширении лвух о у ьы 

д’ „ 

неэквивалентных алгебр, хотя для инвариантов (9) при О? +0; (то) 

и (21) при 6: #2; эти алгебры слабо эквивалентны. Соецди же пол- 

ностью невырокденных двухточечных инвариантов только инвариант 

(37) в случае Е; + &, возникает при неэквивалентном расширении 

(13.2-4) + (13.2-4) в форме (51) + (51) из $4 двух алгебр Ли, кото- 

рые между собой и слабо неэквивалентны. Заметим еще, что среди ло- 

кально вырожденных двухточечных инвариантов имеются совпадающие 

для различных взаимных расширений: (7), (17) и (33}: (8), (9) при 

Е Е=8; ‚ (1Т} и (2Т} при 9Е=о; } (14), (20) и (23}з (19) и 

г58). Есть также два одиночных вырокденных инварианта (26) и (29}. 

Сеновное отличие невырокденных (полностью и локально} инварлантов 

от вырокденных состоит в том, что по невырокденным, решая уравне- 

ние (32. из 83, можно однозначно восстановить локальные группы
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кальная группа ее двилений однозначно не восстанавливая”. 

Сопоставим полностью невырокденные двухточечные инваг.. 

перечисленные выше, с енонено; ологически инвариантными плосу. о 

триками (2) - (11) из $3. С точностью до некоторых очевидиих преэ- 

образований кооодинат и несущественных переобозначеный констант 

выражений имеем: (2)<=—(30), (3) <=>( 382), (4)<—=(36), (5)==(24), 

(6}=—(35), (7)=>(34), (8) ==(15) и (18), (9)=-= (Т®), (10)= (27) 

(11)=(37), где первые номера в сопоставлении взяты. из $3, а вто- 

рые - из настояшего параграфа. Установленное взаимно-олнозначное 

соответствие является следствием и подтверждением эквивалентности 

феноменологической и групповой симметрий, зафиксированной в теоре- 

ме 2 из 82. 

Двухточечные инварианты (7) - (38), перечисленные в теореме, 

находятся слеплующим образом. Для каждого эквивалентного и неэкви- 

валентного взаимного расширения изоморфных трехмерных алгебр Ли 

преобразований плоскости с базисами Х, ,Х =, Х 3 з Задаваемыми 

соответствующими выражениями из теоремы $4, записывается система 

уравнений (6’), Отдельные уравнения системы могут быть решены ме- 

‘тодом характеристик. Найденные решения подставляются в другие ура- 

внения, к которые относительно новых неизвестных функций уке. меные- 

го числа переменных также могут быть решены методом характеристик. 

В решении всей системы (6°) из трех уравнений остается произвол 

с точностью до одной функции от одной переменной. Полное доказате- 

льство теоремы представляет собой последовательное интегрирование 

всех возмокных систем уравнений (6’). Опнако, ввиду некоторой од- 

нотипности в методах решения систем уравнений (5’), автор считает 

разумным ограничиться только пятью случаями (из тридцати пвух воз-
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мокных), на примере которых можно понять и освоить эти методы и 

при келании восстановить во всех деталях полное доказательство те- 

оремы. | 

Запишем для. алгебры (5.Т) из теоремы $4 систему уравнений 

(6'): — | 

ЭС О жСй + ое жо)=0, 

О джей + ОИ 9) =О, (39) 

94(2///99(2) + ЭС 99 = О. ) 

=> 
у, из первого и второго уравнений системы (39}получаем, что производ- 

двухточечный инвариант (4} вырожден, так как он не зависит от ко- 

ординат (2) и (|) „ НЮ третье уравнение системы (39), вклю- 

чающее производные 9 ИЗ) и 914/999 } э говорит о 

том, что координаты /((/ и 94(/ не могут входить в инвариант 

ал произвольным образом, как это имеет место, например, в 

двухточечном инварианте (7). Решая это третье уравнение методом 

характеристик, находим вырокденную метрику: }С/)= Ф(-У С › 

где У произвольная функция одной переменной, то есть метрику 

(8}. Заметим, что алгебра (5.1} определяет локальное движение пло- 

скости Галилея, метрика которой, как известно, вырокденна, 

Запишем далее систему уравнений (6’) пля алгебры (6.2) из те- 

оремы $4: 

(9) + (Уж) = О, 

Эдем Эс + 8/99) = О, __ (40) 

(эссе + 9 (ё)/ Ве) + СМИ 99 + 

(анод ЭД 9 +999) = 6.
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Из первых двух уравнений системы легко получаем, что 

Гу = я р а { й -.. А {гр #7 (52) 21), 9(22-9С//), _ (41) 

где Я (ч,1;) - произвольная функция двух переменных. Подставим 

результат (4Т) в третье уравнениение системы (40), Для функции 

Х(и,0) получаем уравнени 

сети) Ти (4,5) + ИД. (4,0) = 0, 

решение которого легко находится методом характеристик: 

Я (Ч, 9) = 9 (ах - п [51], 

где ® . есть ухе произвольная функция одной переменной. Подстав- 

ляя по решению (4Т) в этот последний результат М = ж(2/-ж‹;) , 

ии (Е) -90) ‚ получаем полностью невырожденный двухточеч- 

ный инвариант (1®).. 

‚Пусть теперь локальное преобразование окрестности /(&) за- 

дается алгеброй (6.1), а окрестности (9 изоморфной, но не эк- 

вивалентной ей алгеброй (6.2) из теоремы $4. Запишем для этого 

случая систему уравнений (6°); 

ЭДС Эл + ЗС) (7, 

Се) ВС же) + 6/09, 

село) - ОИС) +. “е) 

(уе + ОЕ = 0. 

Релением первого уравнения системы (42} является, очевидно, следу- 

ющее выражение; 

чел) = @(х(е)- ху) . 9 (2) , 9) 2. (43)
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ге @(и,\,®) - произвольная функция трех переменных. Попс- 

тавим решение (43) во второе и третье уравнение системы (42); 

17 бы + бы =0, | ‚ 

(^^ - и) Вы - @ч Е 2л бы =О. ] 

И 3: ра | мы (44) вы — Из первого уравнения системы (44) выразим производную 6” и под- 

ставим во второе, После простых преобразований получаем уравнение 

О + (4-м -чы) Ош = 0, 

которое интегрируется методом. характеристик; 

Я (ищо) = И (м, (ц-вылежру) 

вый . 

ге Д($,Ё) — произвольная функция двух переменных, Подставляя 

последнее выражение в первое уравнение системы (44), устанавливаем, 

что Я5(5,/=0 , то есть 

(м, ы, 1) = Ф (ч-учш) ежр®), 

где и — произвольная функция только одной переменной. Вепоми- 

ная, что по решению (43) и=Я(Е/-ж(у) и =9), М =90), 

из последнего выражения получаем двухточечный инвариант (13) пля 

случая, когца локальное преобразование окрестностей (Л и 2(()/ 

задается неэквивалентными алгебрами (6.1) и (6.2) из теоремы 84. 

Хотя координаты 97(5), (2), х), Ч) входят в инвариант (13) 

существенным образом, он локально невырокден только в окрестности 

(4х ИС) ‚ В то. время как соответствующий двухточечный инвари- 

ант "внутри" окрестности КС) пля локального двихения, определя- 

емого только алгеброй (6.1) из теоремы $4, будет уже вырожден, по- 

добно инварианту (ТТ). 

Запимем систему уравнений (6’) еще для алгебры (10.2) из $4:
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оС 9 (Е) + 91(/// 9) =0, 

ЭС 99 Е) + 9112/9499) =0, 

29 ОИ 9 + (хел+ 99) 9/9 уе) - | — 

еее —# (24 и @ 9 (7))79 $47) 99 -с 

“ - 
причем 0< я = 4. Из первых двух уравнений системы (45) получаем 

выражение (41). Подставим это выражение в третье уравнение: 

. . , 2 Е ы = у — 7 Яны, 5) + (ие) Ду (4,0) = О, 

после чего оно может быть решено методом характеристик. 

Усе) = (би + аи) + (4-98) + 

  

22 | аи+ру 
- + 7 дес # 9 7) 

ге ® - произвольная Функция одной переменной. Полагая в после- 

днем выражении по решению (4Т) (= (2-1) ‚5 И=9е)-У( › 

получим полностью невырокденный двухточечный инвариант (27). — 

Система уравнений (6’) для алгебры (11.2) может быть получена из 

системы (45), если в ней положить $ = ОС . С другой стороны, при 

интегрировании этой системы условие $ +0 не было использова- 

но. Поэтому можно взять решение (27} системы (45) и, положив в 

этом решении у) = С , получить полностью невырокденный двБухто- 

чечный инвафиант (30), задающий метрику евклидовой плоскости. 

И в заключение запишем систему уравнений (6’) для алгебры 

(12.Г) из теоремы 84:
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947) /9е(ё) + оо) =О0, 

0 сё] 5 2 С) ОСИ ОСЕЛ + 6055 (4) ВУИ с) + 

ига > 5; № 24: же А и иг, А лэе } ав, +1052 П 2х4) ВАСЕЛ С хо + С 05) 01(/// 99) = о, % (46) 

99/05 () Их (ёл- р ее) ОС 9ЕЕ) + 

усов хД 9 =) - и же; ар/ 99 д= 2 

Ресая первое уравнение системы (46), получим выражение (43). Под- 

ставим это выражение во второе и третье уравнение системы (46). 

Затем умноким второе уравнение на ©05% (у) (соответственно на, 

с9$ (2) ) и слоким с третьим, умноженным на - 56И %(]) (в0- 

ответственно на - 54/2 %(4/). В уезультате получаем систему двух 

уравнений для функции @(Ч4,%, 1) ; 

р р з ; ы у —_ ^ 

ту 5(т к @и т сом @ь + 9. = О, | 

| = 
(47) 

бош с Фи + ©.» + СО ба = О. ( 

Умноким, далее, первое уравнение системы (47} на 29 ‚ второе 
> = Ух 

на — { 9 ли слоким: 

(Гу со$е - #017) В. - (оу со5ы - 295) Я. 

Это последнее уравнение решается методом характеристик: 

Обе) = Я(ч, созие ов соз и + 5еп и ет), . 

а . 
где Х( 5,Е) — произвольная функция двух переменных. Подставим по- 

лученное решение в первое уравнение системы (47): Я $=0 , то есть 

О (м, у, 19) = (695% соусом + питта),



к
у
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(: 
где справа, У - произвольная функция только одной переменной. 

Вспоминая, что по выражению (43) “ = (0-5) , =), 
2“ = 9(1) , получаем отсюда полностью невырокленный двухточечный 
инвариант (32), который задает метрику двумерной сферы. 

Результаты панного параграфа, а также полная и подробная ме- 
тодика интегрирования каждой из тридцати двух систем уравнений 
(6’) опубликованы в работе /13/.



ГЛАВА ВТОРАЯ 

Феноменологическая и групповая симметрии 

в геометрии лвух множеств (теории 

физических структур)
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УТ. Зеноменологическая симметрия бизических 

структур и её эквивалентность групповой. 

симметрии В геометрии двух множеств. 

Пусть имертся два множества Й8 и 78. произвольной приролы, 

в общем случае различной, точки которых будем обозначать строчни- 

ми латинскими и греческими буквами соответственно, а такче жди 
е | 

у: С, —А”. ‚ гце 9: с Ши $ > {и , сопоставляющая паре 

<2х> = ©; некоторую совокупность $ вещественных чисел (64) 
33 = ЮЗ ей 

= (}“ { 2)“ (25) } Е ^ . Заметим, что область определения Ух 

функции { не обязательно совпадает с прямым произведением 78475. 

Мы будем предполагать, что выполняется следующее условие: 

А. Если две произвольные точки & ‚/ из ПЕ (>, Виз 78 ` 

различны, то для некоторого ХЕ 78 (АЕ ЙЕ) пабы <>, «уе 

и 124) = 104) (<> «Ав? ебу и ДЕ) + СЁ). 
Смысл этого условия состоит в том, что рассматриваются только 

такие свойства множеств 77о И 75 9 которые выражаются посоедство:: 

функции У. 
По функции $ ‚ удовлетворяющей условию А, на мнокествах 

— 

о
 “ 

ЛЬ 

и 76 естественным образом мокно определить отделимые топологии. 

Пусть, например, сЕТЬ - произвольная точка, $20 и {Е 75 . 

Если <2у> = 6+; ‚› то через (2; Е, ‚у) обознамим множество всех 

тех точек 2’& 75 для которых <2 > Е = бу и имеет место неравен- 

ство [12% }- Е < = (то ‘есть 14“ 9) - СУ Ель» 

142 -и |<Е) `. Если же <>; ‚то под (0:89) 

будем понимать всё множество / ТЕ . Пусть, далее, ТФ -конечное 

множество и из 76 и (2; &, 15) - пересечение всех И (2; Е), 

где УЕ 7Е . Семейство (с; =, 75) для произвольных конечных 

множеств 8 СТ и любых значений положительного числа 
с 
= 

мается за фундаментальную систему окрестностей точки 2 Е77



— 120 - 

Пересечение множеств И (2; .,18,) И ИЕ; 2,1 й >) содержит, оче- 

видно, множество (2; 722. (&,,Е,), 1.078.) . Окрестностью 

точки И@)будем считать всякое подмножество из 775 , содержацее 

некоторую окрестность этой точки из фундаментальной системы. бо- 

вершенно аналогично вводится фундаментальная система окрестностей 

НЫ; =, 7? 7Ъ) для любой точки © < 75 , Окрестность этой точки бу- 

дем обозначать через №}. 

Лемма Т. Ввецённые для всех точек 67 и де 16 

системы множеств ие И(2) и И) удовлетворяют всем аксиомам системы 

окрестностей и определяют на мнокествах В 75 отпелимые в 

смысле Хаусдорфа топологии. , 

Доказательство этой леммы вполне аналогично доказательству 

соответствующей леммы Т из $1 гл.Г. В дальнейшем по 2/2/ и И) 

будем понимать открытые окрестности точек 2 Е77ё и «Е 78 . 

Топология в ПЬх 75 вводится обычным образом, как произведение 

^. топологий в би 75 .В ©; будем рассматривать тонологию, ин- 

‘дуцированную из 76х76 . Окрестность пары <2“> будем обозна- 

чать через /(<2%>). 

Пусть "> и И» 4 - целые числа. Для некоторых кортекей 

«дл, Ут? © 75" длины 7 И <Ат ых = ПЕ" длины 7. введём 

функции }” =) рае и Я" = =) Е. Ки] р точ- 

кам < 76 их е7В точки ({ и Сы) В и (СК 550), 
57 

г «ЛЕК ‚ если пары ат? И <К:4,. „Аня 

принал.. кат ©; . бункции у и р” определены на некоторых под- 

МНС. ‘сствах в а и 76 . Будем предполагать выполнение следую- 

щих трех аксиом: 

Т. Область определения ©: функции 7 есть открытое и 

плотное в 775*76 множество. . 

П. Существуют открытые и плотные в 775 и 75 множества, пля 
, ип : 7. 

любых точек 2 И © которых найдутся В 72 и 775 такие кортежи



ч длины ИТ и У , ч:о для них соответствуксие отобтолоний ти 

. . ила там И ЗЕ о ` |. ‚некоторых окрестностей Ш и Им). в / в 1х 

локальными гомеомороизиами. 

Согласно аксисз НП, открытые и плотные х 

являются топологическими мно рообразия размерности 5 из . 

в которых локальные координаты можно ввести в помоью отобрахе ий 
7. и”. 

Ш. Функция 4 постаточно гладкая в локальных координатах, опи- 

г 22. ° 

санных в аксиоме П, и ПЛОТНыЫ В 75 И ПЕ множества таких кое 

<2: 

кей длины 77? и ЛП. , для которых соответствуюлие отображения Е” и 
ги. 

{ имеют ранги $7? и $Й в точках плотных в 776 и ]ё множеств. 

Достаточная гладкость означает, что в указанных координатах 

непоерывна сама функция У и непрерывны все её производные поста- 

точно высокого порядка. бункцию у ‚ удовлетворяющую условиям ак- 

сиомы Ш, будем называть невырокденной. 

Лемма 2. Существуют открытые и плотные в 776 и 75 нно- 

жества, для кажпой точки которых любые две описанные в акеноме ИП 

системы координат, определённые в этой точке, гладко связаны в не- 

которой её окрестности. 

Доказательство этой леммы вполне аналогично доказательству 

соответствующей леммы 2 из $ Тгл. Г. Таким образом, некоторые ст- 

крытые и плотные в / 16 и 76 множества имеют структуру гладких 

многообразий размерности $Т и $". 

Введём ещё функцию Е’, сопоставляя кортену < Кибьыл бое 

‚ длины т+@+а из Е те” * ы точку (С), у (ЕВ), = 

Су) = р" =) ‚ координаты которой в @ $07 +1201+1) 

определяются упорядоченной по исходному кортеку последовательность 

значений функции : для всех пар его элементов: <=>, <2>, ия 

4%» —, если эти пары принадлекат ©: . Область определения 

ввецённой функции есть, очевидно, открытое и плотное в ПТ,



= 
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т +1 
78 © множество, которое обозначим через ЭЕ . 

Определение Т. Будем говорить, что функция у за- 

даёт на множествах 7/6 и 76 физическую структуру. ранга (п+1,т+4) 

и порядка 5 ,‚ если, кроме условия А и аксиом Т,П,Ш, дополнитель- 

ТУ.  ршесквувв плотное в © Е множество, для каждого корте- 

жа, < К, хуи длины /п+"+®, которого и некоторой его. 

окрестности мы >) найдётся такая достаточно гладкая функция 

СР: > Г ‚ определённая в некоторой области верт. 

деркащей точку кент] ‚ что в ней ранг функции < равен $ 

и мнокество Ре, их >)) является подмнокеством множества нулей 

Функции р ‚ то есть | 

ср СД Ееао, Беер), ки, фт) = О (4) 
для всех кортежей из 1/(<2..*>). 

Аксиома 1У составляет содеркание принципа феноменологической 

симметрии в теории физических структур Ю.И.Кулакова /10, 29/. 

Уравнения (Т) задают $ функциональных связей (45,=0,.,,, $ -=0) 

между © (7 =4)(п+1) измеряемыми в опыте значениями физических ве- 

личин х = (+ ит у 5) и являются аналитическим выражением физическо- 

го закона, записанного в беноменологически инвафиантной форме. Ус- 

ловие на ранг функции < означает, что уравнения 2-0 не свопимы 

друг к другу, то есть независимы. 

Пусть Ж =(2*,„,, 2Т) и ==(81,,,,&?”) локальные 

координаты в мнохествах 76 и 75 . Для исходной функции У вне- 

которой окрестности (2х #(&) каждой пары <&%> <9+ полу- 

чаем тогда локальное коорлинатное поепставление. 

С ыы 502) = (2), &С4)) = 
о —- ; т. = . я Я й = НЕЙ, р ЗЕ, Нд ии 29” <ы)), (а)



ее 

= 198. = 

свойства которого опрепеляются аксиомсй Ш. Поскольку оанги ото- 
.. У ри. . . р = 

бражений $ и ) максимальны, координаты 5 и Я входят в 

представление (2) существенным образом. Последнее означает, что 

никакая локально обрат умая гладкая замена коофдинат н < пом 
2х 3

 0)
 

< пы
 

<
 +1
 

к уменьшению их числа, то есть представление (2) для бункции 5 

ни для каких координат нельзя записать в виде (2%) = = (Е 
„ГИ“ ; : . 

2 (0, 57), 11, $7 (м) ) ‚ гпе или 7'’<$т , или 

п'<5И. — (см., например, (24 /, с. 16). 

бункцио { = ({ и, 8) } можно рассматривать как своего рога 

$ -мерную метрику в геометрии двух множеств. Но поскольку расстоя- 

ния . (я) опеределены для точек разных множеств, обычные метри- 

ческие аксиомы здесь не могут быть наложены. Будем также говорить, 

что функция задаёт на множествах 176 и 75 феноменологически 

симметричную (5, $7.) -мерную геометрию ранга (7+1,1+1) 

Используя представление (2), запишем локальное координатное 

задание для Функции { : 

  

(5) = Ос, & МЛ), | 

(9) = © (266), = (№) | дея) 9 ‚= (> (3) 

еее ГУ И! 

в; » _ ° 

УС) = ОЕ) 8(8)), 

функциональная матрица которого 

КР И 
1 Я (еа 9+5) 

ее ВЕРИТ Хх - Ч ПРЕР я 0 | 

|9 С) о = © 
еее ие | (1 

] 
Е ео 

| 94) Эх; || 
| х - ея | 

|| О ЕС с ты О Е ЛА 2` . | 
г А р 11 

9%) Оси} и 

имеет вт +1) строх и 5(Ртп+т+И.) столбтов. Здесь чесез 
И д, р 

9/2 х и 8 ИО = обозначены соответствуюсие матрицы Якоби ме 

5 

<>. г и : зы .Я ры 

для функций 7 = (} 7 п по координатам №2=(9%”,,,,. 

р



‘\
 

`\
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=/= 
=,” т) соответственно. 

Задание (3) для функции р представляет собой систему УСть 
/$ +6 -1) функций 2 сои Кио 4 бот, т) ‚спе- 

”. ЗЛЬНЬ тм образом зависящих от 5(Риикт ие) коорцинат 22), 

я А, 21), ,, МЕ) всех точек кортена <2/ А», 

ру Г» длины Пем+а . Поскольку число функций в системе 

(3) не а общего числа коорцинат, наличие связи (Т) является 

нетривиальным фактом, не имеющим места для произвольных функций. 

Мы уже знаем (см. 5 Тиб2 гл. ТГ), что в геометрии одного 

множества с одним расстоянием наличие связи Ф=о мекду всеми 

попарными расстояниями пля некоторого числа произвольных точек 

(феноменологическая симметрия) приводит к существованию группы 

движений с определённым числом параметров (степеней свободы кёст- 

_ кой фигуры). Например, связь между шестью расстояниями для любых 

четырёх точек плоской (лвумерной) геометрии, не обязательно евкли- 

довой, приводит к существованию группы двихений, число параметров. 

которой равно трём. Естественно было поедполокить, что аналогичная 

ситуация имеет место и в геометрии двух множеств (физической струк- 

туре), причём не только с одним ‚ расстоянием ИТА/ , но и с несколь- 

кими /15/ . Под движением в этой геометрии слепует понимать такую 

пару взаимно однозначных отображений (преобразований) 

ЛИ -И’, 6: У’, | (5) 
; . , т я . : 9 

где 0 ©7 и ИУ < 75 —, нои которых функция у сохра- 

няется. Последнее означает, что для каждой пары 2; Е 9; ‚ та- 

кой что СЕЙ Е у и <2'9 > Е б} ‚где 2=А(2/ Е 1” 
а { 
=6(4) СИ’, имеет место равенство 

Я(А(2, 9)} = УЕ), (6)
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Мночеотво всех движений (5) есть группа, для которой бункция 

$ ‚ согласно равенству (6), является двухточечным инварлавтом. 

Преобразования Либ в движениях (5) сами составляют две отдел И 

ные группы, а группа движений есть их взаимное расширение. Ёсли 

функция ; известна, то равенство (6) представляет собой уравнение 

относительно ноеобразований Л и б . Например, для функции ДЕ): 

= 928) + Ра) ‚ взятой из работы /16/, уравнение (6) 

имеет решение А = &ж+6, б.==/е,6 =2Р- в=/е ‚ ще ао 

иё - существенные и независимые параметры (см. следуюший $2), 

Нам же о функции у иззестно только, что она невырождена и $аноме- 

нологически инвариантна, то есть удовлетворяет некоторому уравнен. 4. 

(Т). Но этого оказывается достаточно для установления акта. сущесят- 

вования группы лвичений с 5/11. параметрами. 

Определение в. Будем говорить, что функция У за- 

даёт на множествах 775 и 76 ($7,5) -мерную геометрило, нале- 

лённую групповой симметоией степени $577. , если, кроме условия д 

и аксиом Т,П,Ш, пополнительно имеет место следующая аксиома: 

ТУ’. Существуют открытые и плотные в 77 и 72 множества, 

для всех точек их которых определены эффективные гладкие пей- 

ствия 5И1ИЯ.-мерной локальной группы Ли в некоторых окоестностях 

(2) и (4) ‚ такие что цействия ее в окрестностях 1((&) › (я 

и), М (в) точек 2, и <, В совпадают в пересечениях И 

и #6)И КВ) и что функция { является двухточечным инвариантом. 
. зай 

Группы поеобразований, о которых говорится в аксиоме ТУ, оп- 

ределяют локальную подвижность ибстких фигур ("твёрдых тел") 

($1,57.} - мерном пространстве 776х76 с $722 степенями сво- 

боды. Заметим, что глобальной подвижности при этом может и не быть. 

Множество пар, пля которых функция $ определена и является лдвух- 

точечным инвариантом, очевидно, открыто и плотно в 76*75 . 
—_ 

Согласно аксиоме ТУ’, на открытых и плотных в 6 и 78 мно-



я 

= де = 

кествах заданы 5/7» -мерные линейные семейства гладких вектор- 

у г 
ных полей Хи ;:-, , замкнутые относительно операции коммути- 

рования, то есть алгебры Ли локальных преобразований (см./Р2/, 

$ 60). В некоторых локальных системах координат базисные вектор- 

ные поля этих семейств запишем в оператофной форме: 

А“ уе 2 — уг} ". о р : 

г (т) = б.СЕ) СИЕ, РОО 

где 4 =41,. ‚ЭЙ и по "немым" индексам д и У производится 

суммирование в пределах от 1 до $77 иотТ по $ соответст- 

венно. Согласно инфинитезимальному критерио инвармантности (см. 

/23/, $ 17, в.229; /24/, $ 17, в.77) функция (а) будет инва- 
риантом локальной группы Ли преобразований некоторой окрестности 

Се х( (<) ‚ то есть пвухточечным инвариантом, в том и только 

в том случае, если она удовлетворяет системе 5т7у 

р - г? да, 

Хо (Е) Са &} = и ад (8 СЕ) = с 

с операторами (7): 

  

9 (Ем „ 978) 
А (2 " + б.. © — —= 0. ($) 

ФЕ) =") 

т / т Ненулевые векторные поля Х ‚и г: могут обращаться в нуль 

в некоторых точках областей своего определения. Если ке для со- 

ответствующей группы Ли преобразований невырокденная функция Я 

является двухточечным инвариантом, то имеет место слепующая лемма: 

Л ем ма 3. Мнонества точек, где ненулевые векторные поля 

ух У =, уидежных семефоль, уповлетвоояених аксмоме ТУ } , 

т и 

личны от нуля, открыты и плотны в Те и 7Е
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ыы а Пусть, например, ненулевое векторное 

поле Х =4 “А ‚ гле 2“ „ 47=1,..5Тей- постоянные, не все раз- 

ные нулю одновременно, в некоторой окрестности И (2) точки 2 об- 

ратается в нуль тождественно. Рассмотрим соответствующее ненулевое 
г? &} Г? 

векторное поле „= \,, которое в какой-то точке © ‚ а зна- 

Чит и в некоторой её окрестности И (<) ‚ отлично от нуля. Поско- 

льку 6. открыто и плотно в 7176Х7Ё , можно считать, что «Ах 
п:
 

принадлежит О . Тогда, согласно аксиоме ТУ’, функ кция Я( ск) 

_ будет двухточечным инвариантом, являясь решением системы уфавне- 
. Му! 2 я — 

ний (8). Поскольку по предположению Х(2) = Я ХЕ! = О, а =) 
„м ГТ 

=Я „ше б ‚ следствием $7ЛИь ‘уравнений системы (8) 

будет уравнение 

ато, 49) = О, | (9) 
9 
8 в которое входят производные только по координатам точки & и от 

этих же только координат зависят коэффициенты уравнения я“б’ а) 
% рди Л Ц ур ий ср 

причём, по крайней мере, один из них отличен от нуля. Уравнение 

{9) может быть решено методом характеристик. Система уравнений 

характеристик для него имеет не более $ И- 4 независимых интегоа- 

°лов и потому общее решение уравнения (9) будет 

гле Ю<$м .В НОО выражение для функции } С 4) коор- 

динаты я т еее = бы {} входят несущественным образом через 78. (%) 

4 
функций 75) И И) ‚ что противоречит аксиоме Ш. Таким об- 

разом, в окрестности 2/(2) обязательно найдётся точка, где исход- 

ное векторное поле К селично от нуля. Поскольну область слтене- 

ления поля Х. откреса и плотна в 78 , множество точ 

отлично от нуля, плотно, и, очевидно, открыто з ИЕ „Утв: 7
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Лемма доказана. 

Следствие . Множества точек, где базисные векторные 
\ г7 . .. 

поля К. И г ‚@=1,.,$ТтТ И — линейных семейств ,удов- 

{ 1 
летворяющих аксиоме ТУ’, одновременно отличны от нуля, открыты и 

оплотны в ИВ и 76. 

Следствие очевидно, так как пересечения конечного числа от- 

крытых и плотных в 76 и 76 множеств, для всех точек которых ба- 

зисные векторные поля Ко и =. «и, ПО лемме З отличны от 

нуля, являются открытыми и плотными в 776 и 75 множествами. 

Смысл только что показанной леммы 3 и ее следствия состоит в 

том, что если группы преобразований множеств 776 и 76 _, состав- 

ляющие группу движений невырожденной функции у ‚ действуют эбдек- 

тивно в некоторых откоытых множествах 2 С 75 И У С76 ‚то 

они действуют эффективно и в любых их открытых подмножествах ис 

СИ иуУсУу . 

Теорема Т . Если функция { задаёт на множествах ТЕ 

и 7/6 ($т,5п.)- мерную геометрию, наделённую групповой симмет- 

рией степени 57" , то она на тех ке множествах задаёт физичес- 

кую структуру ранга (+4,72+1) и порядка $ . 

Пусть <1/А Ву => такой кортеж длины и+и+2, что 

точки 2, Ки, И В,» принадлежат открытым и плотным 

в 776 и 75 мнокествам, о которых говорится в аксиоме ту Ясно, 
70.+-14. 

ТЕ ТЕ 
) 

что множество таких кортежей Открыто и ПЛОТНО В 776 

а его пересечение с ба открыто и плотно в Об; . Поэтому, 

не ограничивая общности, мокно считать, что <ё ‚> = @ 

По условиям теоремы и аксиомы ТУ . существуют такие окрестности 

КЕ „, (8) точек этого кортека, что 5/7 -мерные локальные 

группы их преобразований сохраняют все функции $: (1х 24) > 
$ . 

Ю”,.., , р: 0/(%)х (Я) — ©? . Рассмотрим, далее, про-
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извольную (/7+й+а)) -точечную фигуру, соответствующую некоторому 

кортеку длины УИ +а из окрестности ((2)х их 1%). Двихение 

этой фигуры как "твёрдого тела" означает, что при изменении кооу- 

динат её точек все"расстояния" в ней, определяемые системой бунк- 

ций (3), сохраняются, то есть являются двухточечными инвариантеми. 

Инвариантность же функций (3) при локальных преобразованиях, за- 
Г? и У 

даваемых векторными полями Х=Л пк) оу дж” и. ЕО (5) 

. 9/9=? в окрестностях (&),,,,, И) и Им), М) 

‚ означает, что эти функции удовлетворяют следующей систе:е 

дифференциальных уравнений: 

      

В (65) э;её 

А в бо РЕЙ = о, вое) 9#и(ы) 

тия , 
А“ , вв) , 9 в) эс) — ит р. = 9 (41) "Э^Цг) = (В? 77 

бег рег р тее р уе ур 

| 
9 Ди о Фиыы) $ У м ‹ (Е) А в бы) > = 9.) "9 ==) < 

Система (ТТ) при известной функции $=( (+ "и, 2 *) может 

быть рассмотрена как система 95(/7+1)(7Тт+1 линейных опно- 
. = 

н
и
 

<
 родных уравнений относительно $ (2тп+ ттт) компонент ве 

о х Г з ах 
торных полеи \. и р: в окрестностях точек Сре И я $ 

ух 

(гу 2” . Матрица системы (ТТ) совпадает, очевидно, с бункцио- 
о . 5. М т и. 

нальной матрицей (4). Алгебры Ли векторных полей АХ иг: $ТП -
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мерны, так как такую фазмерность имеют по условию теоремы локаль-' 

ные группы Ли преобразований окрестностей 2((4/,,,,, И (2) . Сис- 

тема (1Т), следовательно, имеет решение* 

у Чи: а > Ань * с | „м з 
АСЕ) = аб”) , Г , д {© = &А д (и), | 

В И ху. ЕР И ул (12) 
9") =а^6 иь риа, 9 Я. = 2 Эм), 

где с — произвольные числа и суммирование по "немому" индексу 

и. производится в пределах от [| ло $73?” , причем функции 

А иб Г по отдельности линейно независимы по никнему индек- 

су < с постоянными коэб ое нтами. 

( Таким образом, система 11} имеет 5777  липейно независи- 

> 

мых С постоянными коэофих лентами решении. Эти решения мокно попу- 

чить из решения ([2}, беря соответствующее число линейно независи- 

мых векторов (@^, а“, ,., , и?” ) ‚ например, (1, О,.,., 0) , 

(ОТ, 1, ОЛ у + ъ (0,0,....1) . Поквкем, что ‘эти решения бу- 

дут также линейно независимы и с переменными коэффициентами, то 

есть в обшем смысле. Предполоким противное. Пусть найдутся такие 

переменные коэффициеты С“, &@=1,..,, 87 , что имеют 

место следующие $ (апт +иа+ и) соотношений: 

р? — УТ ‚о. 
27 „(2/)= О, С Ло =0,.,., С «ч (9) =0 

, (13) 
5 Ш 

гм 6,0 =О, Сб „(РЕ Об бы) = о, | 

вытекающее из линейной зависимости в общем смысле тех решений из 

решения (12), которые с постоянными коэбфициентами линейно незави- 

симы. Коэффициенты линейной зависимост С° есть решения систе- 

мы уравнений (13) и, по предположению, являются некоторыми функци- 

ями гоординат точек кортежа «ЕК ‚(9 а ву . Заметим, 

сто система (13) не обязательно имеет ненулевое решение, так как в 

ней число уравнений Йй болыше числа неизвестных. Рассмотрим, далее,
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: р Р _ 
движение фигусы </Ке. 1, р Жи ‚ соперсжалей + гь то- 

и де о < ° ; Ё 2 ре ; = Я = чек, и фигуры «ЕК. В Хи, => ›‚ бодертооои ЗА кВ то ; 7}: 

ку. Переход от первс" бигуры ко второй состоит в в 52 

точки 2 , Поскольку это двихение сохраняет га 5 т: у 
и 

.,.» 7СЁ=) › относительно компонент векторного поля ; 

стности (ё) естественно возникает система ЗИ?  лизозеых ко 

однородных уравнений: 

>
 

_
*
 | ] ©)
 е 
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Ранг матрицы этой системы по условиям аксиомы ГГ определения 1 

равен $1 , по крайней мере, для одного кортека из окрестности 

ИСв) ха, Хх 9) и опной точки из окрестности (6) . Решая 

уравнения системы, находим. линейное выражение компонет векторног 

Х в окрестности 91((2/ через компоненты векторных полей „>. 

в окрестностях в, .... Ш (У) : 

а = брони + бт 56°), 

которое, в соответствии с решением (12) и в силу произвольности 

коэффициентов а“ ‚‹ переходит в ли инейную связь: 

У, я им оке М = 

АС = 8 бу. (А) +. ., Фиь 9. (7). {14} 

Запилем подсистему из #$777 уравнений системы (13}, отно- 

сящуюся к укороченному кортеку </К „9, в у..> длины и ;
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Соответствующая подсистема системы (13) для кортека «АА ..! У, в 

Хи. с? ДЛИНЫ дп+П"П-+1 получается добавлением к подсистеме (13') 

уравнений СТА С) =С , которые по линейной связи (14) яв- 

ляются следствием уравнений подсистемы (13'). То есть ранги матриц 

подсистем системы (13), относящиеся к кортекам <)К.., ву *ъ 

и << А ‚М Вд+,> › совпадают. Пусть ранг матрицы подсистемы 

(13'’) равен %® . Ясно, что этот ранг не превышает числа неизвест- 

ных $7, и по следствию леммы 3 не меньше единицы. Однако 

при * = $7 подсистема (13%) и полная система, (13) будут 

иметь только нулевое решение, что противоречит сделанному предпо- 

ложению. Если $5/7И-=1 ‚ то обязательно доляно быть $5 и = 

= Я ›, поэтому будем считать, что 57ти >11 , Тогда в мазри- 

це подсистемы (13") найдется такая квадратная подматрица ненулево- 

го порядка © < $77 а , определитель которой отличен от нуля. 

Возьмем определитель %+41 порядка, содерхащий эту подматрицу в 

качестве минора порядка ® и одну строку из матривы подсистемы 

системы (13) для кортека < К ие В у =? + в которую входят 

функции АС С) . Поскольку; по доказанному выше, ранг матрицы 

подсистемы при этом не возрастает, указанный определитель 2+1 

порядка; долен обрашаться в нуль. Раскрывея его по элементам стро- 

ки, содержащей функции А“, (с) ‚ для всех индексов /( получа- 

ем связь 

2“ (<) 
Рф <>) д (2) = о, 

— ^ ел _ А ат (2) 
где С есть алгебраические дополнения к ри ‚ зависящие 

от координат точек кортехка < Е „И, В уе и не зависящие от
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координат точки & . Заметим, что хотя бы один из коэффициентов 

С “’ обязательно отличен от нуля. биксируя в полученной связи 

координаты точек кортека, =} К. у, ву. > о ВО которым эта 

С СсЕ`зь выполняется т 

х 

^ 
_’чинейно зависимы по никнему индексу & с постоянными коэффициен- 

тами. Однако это противоречит основному условию теоремы, согласно 

которому локальная групна преобразований окрестности #() 5ти - 

мерна и потому такую ке размерность имеет семейство векторных по- 

лей Х в окрестности 2/(6) с базиснеми операторами Ка. С) 

= А 2) д/д С) ‚ ФЕТ, к, $ тп. 

Итак, мы показали, что система уравнений (ТТ) имеет $5м”тя 

линейно независимых в общем смысле ненулевых решений в окрестности 

И (2) хх... х МС) о Пусть в этой окрестности найдется такой кор- 

тек, для которого ранг матрицы (4} превышал бы значение $ (ит+1). 

.(№+1)-$ , В силу достаточной гладкости функций 1 ‚› Этот ранг 

будет больше $(/7+1)(2+41)-5$ в некоторой окрестности указан- 

ного кортека, содеркащейся в (2) х..х0/С&) . Как известно, мак-. 

симальное число линейно независимых (в общем смысле} ненулевых ре- 

шений системы линейных одноролных уравнений равно числу неизвест- 

ных минус ранг матрицы системы. В предполагаемом случае для систе- 

мы (11) оно будет меные 5$ипи , хотя только что было показано, 

что эта система имеет, по крайней мере, 5УГль линейно независи- 

мых решений. С пругой стороны, в матрице (4) имеется, например, 

определитель порядка $(/7+1)(п+1)-$ —, по диаронали которого 

расположены Якобианы Э( (ев, ка ИЕ 9 (СЕ), ..,, те), 

90104). , Дин) [9 (Е, но бад) нь 5 ОО, 
УС ВЕЧЕ), к, =” *(2)) ,‚ не обращающиеся в нуль всюду по 

условию аксиомы ПТ, произведение которых равно значению этого оп- 

ределителя. Следовательно, в окрестности (6х .„.*И@) плотно- 
па 7+1 

го в Ок с 7% х 76 мнокества кортежей всегда найдется



— 134 - 

такой кортек, для которого ранг матрицы (4) равен 5 (+1 )(ич+а)- 
-5 

—> 

. Множество таких кортежей, очевидно, такке плотно в ОЕ . 

Пусть, далее, для некоторого кортека <уК. а ву. > 

из плотного. в ©; мнокества, установленного выше, ранг матриц 

(4}равен $(77+1)(7+21)-5 . Из вышеприведенных рассукдений 

следует, что ни для одного кортека из О: ранг матрицы (4) не 

превышает этого значения. Следовательно, существует такая окрест- 

ность кортека. <... 7 ов которой ранг матрицы Якоби (4) для 

системы функций (3) не больше $(/й+1)(й+1)-5$ . Но тогда, по 

хорошо известной из математического анализа теореме о Функциональ- 

ной зависимости, для некоторой окрестности М (<>) существу- 

ет такая достаточно така функция. ф:& >В ° ‚ определенная 
опа +т1 

в некоторой области Сс < Ю й | ‚ содержащей точку 

Г (<...>) , в которой ее ранг равен 5 ,‚ что мнокество 

ПС (<2...57)) принадлежит множеству нулей функции < о то 

есть имеет место уравнение (2) для всех кортежей из Це 27), 

Ясно также, поскольку ранг матрицы (4) для кортека 52,,#> ра- 

вен $(т+4)(+1)- ‚ ЧТо существует такая его окрестность 

и, (42. <>) и такая область &. С Е ‚› что мнокество знаме- 

ний ^ (2. (42... #>)) совпадает с множеством нулей этой функции 

в С; › являясь неособой поверхностью размерности 5 (77+1)(+1)- 

-$ .. Теорема Т полностью показана. 

| Лемма 4. Размефность локальной группы локальных двияе- 

ний, допускаемых уаз т ‚ не поевышает $ ГЫ . 

Предполохим противное, то есть что функция у попускает та- 

кую группу движений, размерность которой больше $577и ‚ 9710 0з- 

начает, что у системы уравнений (ТТ} число линейно независиимх с 

постоянными коэбфициентами решений больше $17 и `. Возьмем из 

них любые $7 +1 решение. Эти решения будут линейно незави- 

симы не только с постоянными, но и с переменными коэффициентами



С м ‚ То есть в общем смысле. Для установления их линейной не- 

зависимости в общем смысле достаточно повторить рассуждения слеву- 

ющие за системой уравнений (13), в которых ограничение № < 5тя 

следует заменить на условие © = $7}И +1 . Поскольку система 

(ТТ) имеет, по крайней мере, $’й "т +1 линейно независимое не- 

нулевое решение, ранг ее матрицы, то есть матрицы (4), всюду пол- 

жен быть меньше 5(72+1)(2+1)-$ . Однако в матрице (4) име- 

ется отличный от нуля определитель порядка ета и+ 1)-$ 5 

упомянутый в заключительной части доказательства теоремы Т, по ди- 

агонали которого расположены Якобианы, не обращающиеся всюду в 0 

по условию аксиомы ПТ. То есть ранг матрицы (4) не может быть 

всюду меньше $(77@+ 1)(2+1)-$ . Установленное противоречие и 

доказывает лезмму Ч. 

Теорема 2. Если функция $ задает на множествах ПЕ 

и 76 физическую структуру ранга (№ +4, + 1) и поряцка 

$ , то она на тех же множествах задает (5/7, 5%) -мерную гео- 

метрию, налеленную групповой симметрией степени $77” . 

Согласно аксиоме ТУ определения Т, в любой окрестности произ- 

вольного кортежа из б Е найдется такой кортек #2 & УК и 97, & 

Вб.‹8> и такая его окрестность К (< 21: >) ‚› что множество 

значений ЕСИ (< 6. #>)) будет удовлетворять некоторой системе 

уравнений (Т), причем ранг матрицы Якоби для функции 2. (%, . 

‚‚, 9%) в точке Ё(<ё..>) будет равен $ . Поскольку бунк- 

ция СЭ достаточно гладкая, можно, не ограничивая общности, счи- 

тать, что ранг ее равен 5$ для всех точек локальной области & $ 

где определена эта функция, и, конечно же, на мнокестве значений 

РОК (Се... <>)) . Но тогда множество нулей функции © (однако 

не обязательно мнокество А’((<2...2>)) } будет неособой пове- 

рхностью размерности $(77+1)(" +1) - $ в СС роет и+ а) 

Продифференцируем уравнение (1) по каждой из $} (п+1]+
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В . р к РБ АЕ — а, : 
+ 5п (7+1) координат 36 (2), 2009, 5 @/,,., 8) . В резуль- 

тате получим 5(2/пИ +/П +} линейных однородных уфавнений от- 

носительно $(7+ЛКИ +1) производных компонент функции 9: 

  

    

22? её 294  ‘3УёЕ)_ о ` 
а ео ее ох = = 

91) Эж(2) 9 еёх) `В) : 

обе уе ес х ов р (15) 

ЭФ ®/Ег) 9 Эхо 
со ееанны № зрашышенные "ШИ ее . 

Эфесе) 9) Эс) `Э; (=) 

Матрица системы уравнений (15) есть транспонированная матрица (4). 

Поскольку ранг функции <? равен. < . уравнения (15) имеют, по 

крайней мере, $ линейно независимых ненулевых решений в окрест- 

ности (<2,..<>) . Покажем, что любые $+4 ненулевое решение 

будут линейно зависимы. В самом деле, если бы у системы (15} было 

бы 5:1 линейно независимое ненулевое решение, то ранг ее махри- 

цы, а следовательно, и матрицы (4), в окрестности И (<6.. 2») 

не превышал бы значения $ (71+1){т+1)- (5+1) у что невозмо-_ 

кно, так как но условию аксиомы ПТ определения Т в ней заведом 

есть отличный от нуля определитель порядка $С/й+1)(И+1)-$. По- 

лученное противоречие означает, что в окрестности («6..3 };) 

система (15} имеет $ линейно независимых ненулевых решений и не 

более. Ранг матрицы системы уравнений ( 15) не может быть больше 

5(т+1)(0+1)-8 ни для одного коотежа из [/(56..*>) , так 

как, иначе, максимальное число ее линейно независимых ненулевых 

решений буцет меньше $ . С прурой стороны, ранг матрицы этой сис- 

‚темы, то есть фанг матрицы (4), для некоторого кортежа из И (< 

, 2?) будет точно на`$ меньше числа неизвестных производных 

функнии ие ‚ то есть равен $ ОП+2 И +а}-$ , Легко понять, 

что мнодество таких кортекей плотно В ©: ‚ так ке как плотно в
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в © р 10 условию аксиомы 1У определения Т множество кортежей, где 

ранг функции 99=(9,,,,,.;) равен $ . 

Пусть для кортека < К, 9, ХВ’. <> из установленного вы- 

ше плотного в ©: множества ранг матрицы (4) равен 5(/”+1). 

“(+ 1)-$. Поскольку ни для одного кортежа из = ее ранг не 

превышает этого знамения, можно считать, что ранг матрицы (4 ) ра-- 

вен тому ке значению 5(/+1(п+1)-5 — для всех кортевей из 

которой окрестности Их кк х =) . Число столбцов в 

матрице (4}, равное $ (ети+тни) ‚ больше ее ранга, поэтому 

меклу ними существует линейная связь. Запишем эту связь по элемен- 

там каждой строки: 

  

см 95) у 2} (я) | 

АИТ — +9 = 20, 9%“) 95° са) 
. : Ряз 

. -. 8 , о . АН ВСЕ в ФЕВ 702 _ о 
= ^ аля ` = 7 ” 

9 Е) О5"С) (16) 

‘Оо =) р. _ 9) Е 
АГ об 0, | 

Зе рь (5) . ОЕ7СЕ я 

ел
 где, непримею, А”/:] и б'/%] - козфбициенты линейно" = 

симости при столбцах с пиференцированием по координатем СС `.2; 

и =’) соответственно, а для их отличия от компонент Л’ СЁ 

и 6У(ч) векторных полей Х и ‚=. в окрестностях И (2) 

и 10), входяших в уравнения системы (1Т), здесь использованы 

квадратные скобки. | 

Соотношение (16} при известной функции $ = ни» {°) ес- 

тественно рассматривать как систему $ (7т+41)(П+1) линейных 

= однородных уравнений относительно $ (2 ти +7? +п.) коз ициен- 

| тов линейной зависимости А“ 1, в А ^] р бат еее $” 11.
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Матрица системы (16) совпадает с матрицей (4), поэтому ее ранг ра- 

вен $77 + 1)(И+1)-5$ . Максимальное число линейно независимых 

(в общем смысле) ненулевых решений системы (16) равно числу неиз- 

вестных минус ранг матрицы системы, то есть равно 5ти ›„ Выпи- 

шем общее решение системы (16): 

ДЕЛ = а“А“ (См, и ву и»), 

ео Гери бррода 

А“ ГУ — аб С, <, ©, “Ву... #>) , 

сх и , > = , ° (17) 

чу = аб, < ву >), 
рее ух 

бу =абУ (т, < уе), 

где С - линейные коэффициенты общего решения в его выражении 

через линейно независимые ненулевые решения этой же системы, при- 

чем сумиирование по "немому" индексу © производится в пределах 

от 1 до $т\ТЯ ,„ Однако, в отличие от решения (12) аналогичной 

системы (ТТ), здесь учтена возможная зависимость выражений А" Г. 

-И ©Е.] не только от координат той точки, по координате кото- 

рой проводится дифференцирование в соответствующем столбце матри- 

ны (4), но и от координат всех остальных точек, вхолящих в уравне- 

ние (16), условно обознаменная кортекем «Кии, Ву > . Кро- 

ме того, в решении (17) линейные коэффициенты С“ являются про- 

ИЗВОЛЬНыЫМИ функциями координат точек кортеха ки, вуи > я 

тогда как в решении (Т2} они были произвольными числами.. 

Покажем, что общее решение (17) системы уравнений (16} может 

быть записано в такой форме, для которой компоненты А“ И 6у 

линейно независимых ненулевых решений зависят только от координат 

соответствующей точки, как в решении (12), то есть что, например,
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АГ: = аб (0 и бд =@б ес) . 

Возьмем кортеж < Кио, ру => длины тп+и , получен- 

‘ный из первоначального кортежа < К. м, ву! => ДЛИНЫ ИИ + 

+и+2 опусканием точек е и . Выделим из системы уравнений 

(16) подсистему $упи уравнений, в которые не входят координаты 

точки © из окрестности (2) и координаты точки © из окрес- 

тности (6) | %
®
 

      

9 Св) 
= А“Гт- ЭТА), О” —^ =0 

| э=ф 8 =") 
еее вери 1х 

| Са ) (16 } 
> и; . => им 
о {> я. с с 

АЯ ГУТ. Г + 6°[=] — 20. 

В матрице подсистемы (16’) отличен от нуля ступенчатый определи- 

тель порядка 5$7и —, по диагонали которого расположены Якобианы 

Эр, ЧИ и, ТИ) нь а 9 (168), „., 

Хо 9 #9) пи =°"(4)) — , не обранеющиеся в нуль по ус- 

ловию аксиомы ГПТ определения Т. То есть ранг матрицы подсистемы 

(16°) равняется своему максимальному значению $ти , по край- 

ней мере, для одного укороченйого кортека и некоторой его окрест- 

ности. Но тогда подсистема (16'’) имеет 5% и не более линейно 

независимых ненулевых решений, так как максимальное число таких 

решений равно числу входяцих в нее неизвестных (= а\я ) минус 

ранг матрицы подсистемы (= $ти ). В матрице подсистемы (16°) 

нет зависимости от координат точек Ё и@% и потому ее общее ре- 

шение можно записать в такой форме, в которой компоненты А 
„с 

и бо не зависят от этих координат:



Аб = а «ет ри), 
} 

ООВ | 

А“ Гы] зы СА и и вит), - 

: . (18) 
бУЕВТ = сб ов,“ Ву»), 

риоя Руа р гаи рх | 

Е] = аб седл
е), | 

где суммирование по "немому индексу" ‹& так ке, как и в общем ре- 

шении (17) всей системы (16} производится в пределах от 1 дозти. 

Выделим из системы (15} подсистему ий уравнений, содерка ха 

9 

щих точку 2 $ 

  

© 
| О У(ЕВ) 79 (СЁ) ] 
А х гр + 5" ит эу ОДС ©. 

Эссе) =) 

уг рух УИ (16”)} 

212) оды, ОД СЕ =) 

А’ — + 9 11 - 
СЕ) _ 98) 

и подсиссему 5$п уравнений, содеркащих точку ©. 

  

9) о Оба ) 
АЕ 79 бра © _ О. 

2%”) 2='(4) 
уу бб БГ ГИ рух (16) 

о Даа) о 9 (Фа) 
№1 — + 6’ =0. 

9 <“) ’ (9575) 

р } © У 

Относительно неизвестных АА [Е] и ©’[«] эти подсистемы имеют 

ранги 5 и 5% соответственно по условиям аксиомы ТТТ оп- 

ределения Г. Но тогда коэффициенты А”“[] и 6"[4] могут 
Е Я 
быть однознамно выражены через общее решение (18) подсистемы (16 }:
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Г ААГЕ = а А СЕ, <, ру >), 

(19) 
РИ - < Уи ый = = 

©" ] аб („< ру т>). 

Ранг подсистемы системы (16) без первого уравнения 

9х 9 (Ем) 
А + 61 = 

9!” (Е) _ ВЕУХ) 

(а точнее, без $ уравнений) , содержащего функцию $ (2%) = 

=(1 5, я °С) ‚ равен рангу самой системы (16), в чем 

легко убедиться, составляя ее из подсистем (16' ), (15“), т6”" ). 

Поэтому первое уравнение в системе (16) является следствием всех 

остальных и никаких дополнительных ограничений на решения (19) не 

налагает. Совокупность решений (18) и (19), следовательно, задает 

общее решение системы (16) в некоторой окрестности некоторого кор- 

тека из 0((6/х, х (Е) , причем в этом решении коорцинаты то- 

чек 2 и © входят явно только в выражения компонент А —_ пи 

6.5 кообфициентов А“ [2] и ©”[&] соответственно. 

Покакем, далее, что функции р и б у решений (19) по 

отдельности линейно независимы по нижнему индексу « с постоянны- 

ми коэффициентами. — 

Предполоким противное, то есть что найдутся такие постоянные 

коэффициенты © 2 =1,.:и) 5 , не все равные нулю одно- 

временно, с которыми для всех индексов м имеет место, например, 

соотношение С° СЕ, <УКаы У, ву... >) =О . Предполоким 

при этом, что хотя бы для одной из функций Об ь решения {18}, 

(19} и для одного инпекса У будет выполняться неравенство 

себ ЕО , например, Сб ум, рун >) + о . 

Тогда, подставляя выражения (19) для 'Д”“[:] и ©’Г&] в первое 

уравнение системы (16), с учетом независимости линейных коэффини-
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ентов ©“ ‚ получаем уравнения 

А“, (2,</К,. о, ру. 57) 919 р + 

бе, < и, рун) 9 ДИ ЭРЫ) = 

а затем из них уфавнени 

Сев мно руитООНИОЕИЫ = ©. 

— (оординаты точек кортека </А„. 0, В“ > — не входят в функцию 

1х) и по ним последнее уравнение выполняется токдественно. Фи- 

ксируя их, получаем уравнение (9), следствием которого является 

несудественная зависимость функции. $} (6%) от координат точки 

© выражении (10}, что явно противоречит условиям аксиомы ПТ опре- 

ния Г. Значит, должно быть равенство сб, (и, < Кент, 

р 2>)=0 . Точно также получаем, что равенство с®б", = 

=0О  бупет деть место и пля всех о 6 т решения (18), 

если САЛА, СЁ, <ук,,, У, ву. 25) = ‚ Но тогда, аналогич- 
№ 

но, и для кахдой функшии Л  ренения (18} будет выполнятся ра- 

венство се АА, = о. Однако это противоречит тому, что решение 

(18), (19) системы (16) общее и максимальное число ее линейно не- 

зависимых ненулевых решений равно $т7м . Точно такие устанав- 

ливается линейная независимость функций © У (9 ‚< УК, ‚В фе) 

с постоянными коэффициентами по никнему индексу (© в выражении 

для @©У[“] решения (19). 

| Пусть < ук, ив у,“ > и <, #2 °р> такие корте- 

ки длины Пт и + , что для всякой пары «24 >, 

<>, (19 7 > из первого кортежа, кортеки < 2... 9 ‚би р> , 

<, 988 2 ^ раша у <9р.. 9,8» принадлежат облас- 

С: т 

ТИ 1 ‚ Мноке ество таких кортехкей, очевидно, плотно в / 

та 7) 
х 76 +2 И 775” х п’ и, кроме того, < К, Ву ©



Е Ся ‚ Запишем систему уравнений ({ 15') для кортека <р;:.: 4, 

б.,Р> и.некоторой его окрестности. Эта система, как было пока- 

зано выше, имеет ‘не более $7?И линейно независимых ненулевых 

решений. Общее решение этой системы можно записать по общему реше- 

нию (18) поостой заменой точек кортека <)К... Мур, на со- 

ответствующие точки кортека <р., 9,0... р> . Затем запишем сис- 

темы уравнений (16") и (16”') для кортежей <2, 0. р? ь чачия я 

< у, 9... р> и <р...9,%“> ,... ‚ <р...9,3> о. Эти систе- 

мы имеют решения, которые можно записать по решениям (19): 

АА = @°А < р. би 2), 
е о й: г Фо 4 у я # $ у * # ` ; 91 

Ач = аАщь (9, «реф, вр, 
(20) 

Г. бат = а бе (, р. 4. б.р), 

О: О Е а 

бет = аб, (Е, <ре 9,9. р>), 
и
т
ь
 

4 Сы 
причем функции А 6 и Ош в каждом из выражений линейно 

независимы по никнему индексу ео с постоянными козффиц? энтамиь 

Естественно, решения (20} являются некоторым решением систегы (16) 
. 
—
 

з
 

аналогично тому, как решения (19} являлись некоторым решением пер- 

вого уравнения этой системы, Координаты точек кортеха <р,.$, 6 

и’ В» не ранит в коэффициенты уравнений (16}, поэтому в решении 

(20) эти координаты могут быть зафиксированы. Для их биксирования 

=> т возьмем, в соответствии с аксиомой ПТ опоеделения Г такой кортек 

<Ро.Фсу бо. Ро? из окрестности кортежа <р... ФО > ‚ что 

‘ранги отображений Убе. Р 5] И УЕРо.. бе] булут савем 
> 

^^ ут 

х 7: "5 -= 72 => ил а, + $7, на плотных в ГЕ и /2  множествах соотзетстлае? ^^:



› 
у
 

- ТвА- 

! о 
с 

ъ
-
 С 

=
 < —
 

в
 АНГ = а@“А 1, С), 19 АИГ = 

< (21 
6" = аб’ ,,., 6” = а 6 (9), ) 

где, например, А” (2) = нь 25 (2)) и бр) = 

5%, (5794) „...,#5"()) и, кроме того, функции ле, и 

ОЯ линейно независимы по нижнему инцексу в? с постоянными 

коэффициентами для кахдой точки кортека < Е7Е Му 2д У = 

Итак, система (16} ихсет $7" линейно независимых с. пос- 

тоянными коэффициентами решений, которые можно получить из решения 
= > Я РУ | 

(21), беря для линейных коэффициентов (Я ‘ое, Я } соот- 

ветствующие знамения, например, (1...:,0), „ (бе, 1) 

А, А), р 6,6), (21') 

Решения (Р1’) системы (16) линейно независимы не только с постоян- 

НЫМИ коэффициентами, но и в общем смысле, что можно установить то- 

чно также, как это было сделано в отношении решений (12) системы 

(ТТ). Поскольку, с другой стороны, система (16) имеет не более 

$71. линейно независимых ненулевых решений, ее решение (#Г) 

есть общее решение, то есть всякое ее частное решение может быть 

представлено в записи (2Т} с некоторыми, вообще говоря, перемен- 

ными линейными коэффициентами С”, = 1, тт + 

Совокупность $7 я ешений (21”) задает в некоторой окрес- 

тности (Хи, М2) кортежа «Ки, ву $тт - 

‘мерное линейное семейство векторных полей. Покажем, что это семей- 

ство замкнуто относительно операции коммутирования. 

Пусть векторное поле 

ей у Ут): 

САУС), (и; АС) 5 ОИС) и,» б С 2} (22) 

есть коммутатор каких-либо двух векторных полей семейства с бази-
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сом (21'). Ясно, что любой коммутатор записывается в форме (22) 

вследствие независимости координат, относящихся к разным точкам 

кортека <2)К вжя А ывуе. т > . С другой стороны, к оммутатор 

(22) является некоторым решением системы (16). Поэтому компоненты 

его можно выразить линейно через компоненты векторных полей (21') 

согласно общему решению (21): 

/ «(2 г АС) 9) = аб 52°“ со, 

ры (23) 

6) = аб), ..,, ба) =“ бы. 

Убедимся в том, что в решении (23) линейные коэффициенты @ < по- 

стоянны, то есть не зависят от координат точек кортека <с УК. м, 

«А У» + Для этого будем рассматривать выражения (23) как си- 

тему $(2тиы т" линейных неоднородных уравнений относи- 

тельно коэффициентов с ‚ ю=1Т.ьни,5ти ‚ Выделим из нее под- 

систему 5(2ти +ит) уравнений, опуская выражения бУ(х)= 

а® 6% (5). Столбцами матрицы этой подсистемы являются нену- 

левые решения 

в. АЕ а. хм М гл л` 
САМ СЕ), АО Л), би), , бы (Е) 

5стичт) уравнений (16’) и (16“) системы (16), линейная неза- 

висимость которых в общем смысле устанавливается точно такие, как 

и линейная независимость в общем смысле решений (12) системы (ТТ). 

Таким образом, выделенная из системы (23) опусканием выражения для 

9") подсистема уравнений имеет ранг бт и ее решение мо- 

кет зависеть только от координат точек укороченного кортека, 

< ЕК "У Ву >: 

д — а Ки, ру. >). 

Подставим это решение в выпущенное выражение;



> 
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=У(и) = @“(< ГК ру’ &>) 6% (=) (24) 

и предположим, что для некоторого линейного коэбфиниента (< 

производная по какой-либо из координат точек кортека < Ё Е ие МУ 

Ру..т> отлична от нуля. Дифференцируя правую и левую части вы- 

ражения (24) по этой коорцинате, а затем фиксируя все координаты 
= ?7 . 

точек кортежа <‘/к., Ву. т> —, приходим к соотношению 

с®бУ =) =С Я 

вт 
в котором козффициенты С постоянны, и, по крайней мере, один 

из них отличен от нуля. Но такой результат противоречит линейной 

независимости НкНиЙ о ь и А > по нижнему индексу < С ролл У а 2} 3 [СФ и «ИА у НД № 

постоянными коэффициентами В решен: „и (РТ) для каждой точки кортека 

< г) К " р у тУ . Следовательно, в выражениях (23) @ < 

= соиз# 2 =1,...5ти и поэтому семейство векторных полей 

(21’) замкнуто относительно операции коммутирования, задавая $5ТП- 

мерную алгебру Ли преобразований окрестности М(2)х.х ИС) 

кортека < 2] ̀ А ‚и, “ву, >. 

В окрестностях (2) и №) точек 2 и 0 из некоторых 

открытых и плотных в 768. и 76 множеств выражениями Аь (2) 

О ш С) решений (21), где #=41,,, 501 ; У = 1.1; 57% о
»
 

со = Т,..., $ть , определены $/П и. -мерные семейства гладких 

векторных полей с сопряженными базисами (7), замкнутые ‘относитель- 

но р коммутирования и задающие $УМИ. -мерные алгебры Ли 

преобразований этих окрестностей. Структурные константы обеих ал- 
© 

гебр в баз; сах (7) будут, очевидно, совпадать. Векторные поля Х = 
47 ге 27 

= ©, К и. = @ ид. где а“ произвольные числа, опреде- 

ленные в окрестностях 2427, #6) и #5), 26 р) точек .,) и 

м,
 

‚2 , совпадают в пересечениях (ел ПИФ) и кд). 
“ р . у” , ` ` 

Роли пара <6/> Е У; ‚ то функция (2%) удовлетворяет системе`
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уравнений (8), получающейся из первого уравнения системы (16) и ее 

решений (21). | | 

Согласно второй (обратной) теореме С.Ли (см., например, /22/, 

с.438) алгебры Ли векторных полей с сопряженными базисами (7) од- 

нознамно определяют эффективные гладкие действия некоторой 5$тп- 

-мерной локальной группы Ли в окрестностях 22) и 12/(%“) точек 

Ги, множество которых открыто и плотно в 776 и 76 оо- 

ответственно, причем действия ее в окрестностях 2/(6/, М0 и 

(5), И (в) точек с.) и, совпадают в пересечениях 

ИЕ) ИИС) и и) И . То есть алгебры Ли с сопряженными 

базисами (7), имеющие в них одинаковые структурные константы, оп- 

ределяют $771. -мерные локальные группы локальных преобразований 

некоторых открытых и плотных в 776 и 76 множеств, для кото- 

рых исходная функция 7 ‚ удовлетворяющая системе оуфтавнений (8), 

является двухточечным инвариантом. Теорема, 2 полностью доказана, 

Естественным следствием первой и второй теорем настоящего па- 

раграфа является полная эквивалентность феноменологической симмет- 

рии физической структуры ранга (п+41,7+1) и порядка 5 группо- 

вой симметрии степени 5/0 ($7, $”) -мерной геометрии, за- 

даваемых на множествах 7/76 и 75 функцией $. 

В работе /16/ для $=1 и произвольных И и 7% приведены 

‚ все явные выражения функции у ‚ запающей на множествах 77 и 

76 физическую структуру ранга (/2+1,/’1+1) и поряцка Т. Решая 

уравнение (6), можно найти группу движений, допускаемых этой функ- 

‚ цией, Соответствующие исследования, подтверждающие лемму 4 и тео- 

рему 2, составляют содержание следующего 92. 

Заметим, что физические структуры ранга <т+1 , т +1) и по- 

рядка 5 в случае $20 еще не изучались подробно. Часть их пля 

$=Я может быть получена комплексификацией соответствующих стру- 

ктур порядка Т или их тривиальным наложением /30/. В работе /ЗТ/
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Ю.С. Владимирова комплексная (то есть порядка 2) физическая струк- 

тура ранга (3,3) была использована, с одной стороны, для обоснова- 

ния размерности и сигнатуры классического пространства-времени, & 

с лругой - для интерпретации спиноров и биспиноров, с помощью ко- 

торых в современной квантовой теории поля описываются состояния 

частиц и античастиц спина 1/2. Комплексные физические структуры 

более высокого ранга им же предложено использовать пля описания 

взаимодействий и построения их единой теории /ЗЭ/.
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$ 2. Группы двихений в геометрии двух мнокеств 

Согласно $Т настоятей главы и работе /1Т4/, геометрия двух 

множеств (физическая структура) в общих чертах и кратко может быть 

определена следующим образом. Пусть множества 76 и 75 есть 

соответственно № -мерное и п. -мерное гладкие многообразия’, 
Обозначим локальные координаты этих многообразий через 22 = 625%, 

и) П) и #=(=%..,&”) и будем считать для определенности, 

ч20 Ию , Пусть, далее, имеется бункция } с открытой и пло- 

тной в 776х765 областьо определения © 4 › сопоставляющая кахж- 

дой паре из нее некоторое число. бункцию У будем условно назы- 

вать метрикой в ноостранстве 776.7 , не требуя, естественно, 

выполнения обычных метрических аксиом, тем более, что расстояние 

для двух точек из 78 (или 76 ) не определено. Предполегает- 

ся, что локальное координалное представление метрики Я задЕртся 

достаточно гладкой функцией (2) из 81: 

йе , уе &. д ИМ 5 п 
СЕ) = 1 п ег я ии! > 7, (Т) 

в которую координаты С и & входят существенным образом. После- 

днее, как известно, означает, что ни пля. каких локально обратимых 

замен координат <Я и $ <>р в многообразиях 776 и 76 

функциу (Т) нельзя записать в виде С 9”, 24, р’) 

где или 77'<7 или п‘<р. Метрику Х назовем невырожденной, 

если в представлении (Т) она существенным образом зависит от лока- 

льных координат 2 и ®& . | 

Построим функцию Е’ с естественной в 8х” ^ облас- 

тью определения СЕ ,‚ сопоставляя каждому кортежу длины Ем + 

+2 из ОЕ все (7+1) +1) возможные по метрике -7 рас-. 

64
 

стояния. Будем говорить, что функция у задает на мнохествах 7) 

и 75 беноменологически симметричную (77,7) -мерную геоме трио
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(физическую структуру) ранга (7 +1,7"+1) , если локально мно- 

жэство значений Г(©;) в кет т =) является подмножоством 

мнодэства, нулей некоторой достаточно гладкой функции СР от (+ 

+ 1)(п+1)` переменных с отее ФР +0 на плотном в ОЕ под- 

мнолестве , то есть имеет место уравнение (Г) из ЭТ. 

В роте /16/ приведена полная сводка локальных результатов 

для $”. ческих структур произвольного ранга, а в работах /2Т/, 

/33/ и диссертации /ЗА/ показаны математические методы, которыми я 

получены все эти результаты. запишем их здесь с точностью до ло- 

=> 2 Гу’ г ] а 

кально обратимой замены координат и перзобознамения &(})-? о 

где ® - произвольная фуннция одной переменной: 

=х+Е; _ @ 

ЕжЕ+О; | (3) 

+. 25 + р/с +1); | (4) 

и у (5) 

{ ‚. 4 2 р ; ИТ. т ЕЕ + не Е 5 = +х +$ # (6) 

тез о 2-4 г 
9 = <. Я +: * = Е Е 2 (7) 

Для всех остальных пар знамений целых чисел ГП и М физические
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^ структуры ранга (№+1,/72+1) не существуют вследствие вырохде- 

ния метрики (Т). 

5
 1}
 

Под двихением в геометрии цвух множеств следует понимат 

„> 

кую пару достаточно гладких локальных преобразований многообразий 

775 и 76 : 

= Л(>х), &'= 6сЕ), (8) 

> ‚ при которых метрика (Т) сохраняется: 

(А Се), 9 (Е) = }(%,Е). (9) 

(см. также выражения (5) и (6) из ЭТ). 

Если метрика у известна, то равенство (9) представляет со- 

бой уравнение относительно функций А(®) ‘и 5(=) ‚ решая кото- 

рое можно найти полную группу движений и установить ее размерность. 

В настоящем параграфе находятся полные локальные группы локальных 

движений для каждой из шести метрик (2) - (7) как общие решения 

соответствующих уравнений (9), причем на функции Л(т) и 5(=), 

кроме гладкости и локальной обратимости, никакие ограничения (ана- 

литичность, линейность ит. д.) не вводятся, 

Теорема Т. Полная локальная группа локальных двизений 

(8) в геометрии двух мнояеств с одной из метрик (®) - ('7) задает- 

ся следующими локальными преобразованиями многообразий 77С и 7 
для метрики (2): ‘ “ 

х'’= ха, Я'=Е-а; ‚= (10) 

для метрики (3): 

=ат+8, ='= Ед, р’=Р-ВЕГа, (ТГ) 

прием СО ; 
для метрики (4):
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= саж + всей), =‘ = (МЕ-СВИИ-СИ), и 

| (12) 
р’ = (ар- в Еа-е и), “= (И - Вс), 

МИ причем @бЁ-6е =1 ; 

для метрики (5): 
к
 И ® С + + х Н 

ви: 

тес=1,... „7 ›‚ С - квадратная невырожденная матрица по- 
* — 

рялка РТ с «ее? о ‚“ - обратная к ней матрица; 

для метрики (6): 

аа тт 6, 

д т ст ЕТ вт, | . 
} 

я = ас). бт с”), ) м 

ЕЯ” (ба ват (Ес), - | 
= 21-1, Пра трет, с") - 8" | 

< 

где с=1,.,,т-1 , С - квадратная невыоожденная матрица по- 

рядка 7-1 с Жеехо ‚с - обратная к ней матрица; 

для метрики (7): 
р ; гри ру 2 го и ат ое" + 81, и —^ 

ре 

а
 

ни
й 

г И &. рт 
=” пень, + & 

Н 

(15) 
; м ст" -Ё 217“ а у 22 + @' 1= _ 

. м ГУЕ 7 29 2 577 ^ 
— ое — (8707 гг = 6 СР т] = " | 

-
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ге &= 1,/.,ИЪ , С - квадратная невырожденная матрица порядка 

меёеза к ной Ь в ес >“ ‚@ - обратная к ней матрица. 

Все перечисленные в теореме группы пвихений зависят от конеч- 

ного числа существенных параметров, максимальное число которих, в 

соответствии с общими результатами 81 гл. (лемма 4 и теорема 2), ия 

равно произведению размерностей многообразий 76 и 76 , Для 
Е
 сравнения заметим, что в М. -мерной геометрии олного мнохества с 

. Отметим такяе, одним расстоянием это число равно 6+ 1)! 2 

что не для всякой функции (Т) уравнение (9) имеет нетривиальное 

решение, то есть группа двихений может состоять только из тождест- 

„ 7х 
венных преобразсваний //6 и /С . Нетрудно установить, напои- 

; Гр в} = жаек=З м я мер, что для функции 7(%,5)=Ж$*Я” уравнение (9) ишеет толь- 

ко тривиальное решение: Л(х)=%,б(Е) == ‚„ 

Приступим к показалельству теоремы Т. Запилшем сначала уравне- 

ние (9) для простейшей метрики (2): 

АСС) + 2 + | 

мл
 й
 

\.
 

/ 

ве
 

мА
 

о
 и разлелим в нем Координеты 

М
 И ® й Гу
 © д (^,
 

г АЖ -х =- 6%) = 

откуда находим функции Л(%/) и (Е) ; 

А (=) = 2 + 2 „ (Е = Е=&. (16) 

Выражения (16) задают локальную однопараметрическую группу локаль- 

ных движений (10) метоики (2). 

Запишем теперь уравнение (9) для метрики (3): 

А (<) бСЕ, р) + р($, 2) = ж;+И (17) 

и поодиеренцируем его дважды по коофдинате 5 ; 

д”) 6 (Е, 2)
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=. Поскольку 5 (Е, РЕ О, имеем А” (=) =О и потому 

Л (=) = ах+6. (18) 
> 

о 
де м, ё — постоянные ‚ причем С О , так как А") + О. 

Подставим функцию (18) в исходное уравнение (17): 

Сравним справа и слева коэффициенты при 2 и свободные от 2 

члены. 

@о(Е,2) ==, Сб(Е, 2) +р(Е,2) = р, 

откуда находим: 

9 

Выражения (18), (19) задают группу всех движений (8) метрики (3), 

состоящую из двух несвязных компонент с @ >20 и @а<0 , Пер- 

вая связная компонента содержит тождественное преобразование 

(“=1, #=0 ) и является полной локальной двумерной группой ло- 

кальных двидений (11) этой метрики, входя в группу всех движений 

как  полгруппа. | 

Запилем, далее, уравнение (9) для метрики (4): 

(^
 

# АС) 9,0, 9) * РЕ, 2,1) ТЕТ 
ыы — ) (20) 

Аж + С(Е,Ю, м) 9 т У 

  

      

 продиеренцируем его по координате < и умноким на (ЛФЕ) 3 

Пу | 8 .. 2 
(бе - РА’ С = (А+ ЕЙ) (ини) ". 

Повторное диференцирование этого равенства по координате 2 при- 

водит к следующим двум соотношениям:
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бе - ру°А"Са) = 2 (А(®) + Е) Их 5)“ 

або) + г) О-о), 

(бЕ-РАА" к) = 6 (А+) (Б-р) а =. 

аа (ве - руде + ЗУ Ь) Са + 9 °+ 

+6 (б-р) ден) (РИС), 

откуда, имея в виду, что б®-Р + <? , получаем обыкновенное 

° дибференциальное уравнение для функции А (=) : 

. ви ри. 2, 
2 (ЛА (%) = 3(А'6(%))". 
с 

Общее решение этого уравнения записывается в следующем виде: 

лс) = (ах + все), (21) 

ге @, 6 ‚ © — постоянные (см, /35/, е, 526, №7.10). 

Заметим, что в решении (21) из четырех параметров @, ё, с ‚ & 

о о Ай) 
только три существенных, поскольку ЯАа +6. Е слет А = 

=0 (см. /3З6/, с, 78), и, кроме того, Д= а(- ве =0 , 
р а 

так как Л(Х)%О , Вводя естественное переобозначение 
Е - ‚ : Е 

а/ИАГ > @ , ВИА в „САР с , ЧИ, 
связь между параметрами в решении (21) можно записать в следуюем 

виде: 

д=ай- с = =1 м
 

м
 

>
.
“
 

Подставим выражение (2Т) в исходное уравнение (20): 

ах+ё ахч+ в 

рее = (еда ат,



Х —^ 

“
№
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приведем его к общему знамзналелю, перемножим скобки и сравним в 

числителях правой и левой частей коэффициенты при ий, х и сво- 

бодные от 2 члены. Относительно функций =, р получается 

система трех линейных неоднородных уравнений: 

аб+ер-сёе =а$, ь 

св+а 6 + (Ч +си) р - (ИЕР) = ВЕЗар, | 

606 + (р -Мре= р, ] 

очевидно, отличен от нуля. Используя формулы Крамера, найдем реше- 

ние этой системы: 

бер, и) = (МЕ-СУИЯ 9), 

. уу _ #2 р’ | 

м 85/60), (23) 
7 

СЕ, ри) = (аи - ВС). | 

Выражения (РТ), (23) задают гоуппу’ всех Двина ний метрики (4), со- 

о стояшую, согласно (22), из двух несвязных компонент с А=+4 и 

А =-^ . Первая связная компонента с А=+1 содержит тождествен- 

ное преобразование ( п=и= 1, 6=Е=0 ) и является полной 

локальной трехмерной группой локальных движений (12) этой метрики, 

входя в группу всех движений как подгруппа, 

Перейдем теперь к рассмотрению физических структур ранга (т+ 

ий. +41) с 32 для которых имеются две метрики (5) и —>- 
Е 1. 

(6). Эти метрики неэквивалентны, то есть не могут быть переведены 

друг в друга никакой локально обратимой заменой координат. Запишем 

сначала уравнение (9) для. первой метрики (5);



-157- 

‚4 + . . г : $ . . 1. . $ о 

ежу СЕ +. + Ах) 6” Е) = ХЕ” "ЕТ (24) 

и продиеренцируем его отдельно по всем координатам #=(=*,.,, 

г Э = : . 

А-а) Отт) Т.А (%)6 Е (=) = Ж", (25) 

ие = 4 : От у АЙ Аа - АС ге с =1,.,, И ›„ Относительно функций СЕ акиту х) по- 

лучена система уп линейных неоднородных уравнений, Матрица сис- 

> 
темы (25) является одновременно матрицей Якоби для функций © (= ), 

и» О "С=) и определитель ее отличен от нуля, так как эти бунк- 

_ ции независимы. Решение системы (25) найдем по правилу Крамера: 

=
 

г. _ё1 = _ 

А) = дм“. +а“тхт (25) з 

Матрица @ в выражениях (26) квадратная, невырожденная, так как 
х 4 "УТ, . 

функции А (2%)... Л (©) независимы, и порядок ее равен т, 

то есть числу координат. Нетрудно убедиться в том, что элементы 

матрицы С постоянны. Действительно, 

ВА = = @ (Е) = @ч = СоИзЕ . 

Выражения (26) для функций. А (>) подставим в исходное урав- 

нение (24): 

саб ит) б Е) ++ 

ит ий д ь 1 | тет 
+ (тт. +“ п) б”(Е) = ЖЕН 8”. 

Сравним в правой и левой частях последнего равенства коэбфициенты 

гу. 4 уе ИА - 
при одинаковых координатах 5 = (5°,,.,, 5”) ; 

аб ЧЕ) + + а" ИЕ = =". (27) 
_ х о 6* ) 6" . 

Относительно функций Я) ине (=) получена система ти ли- 

нейных неоднородных уравнений. Матрица этой системы с точностью до
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^ транспонирования совпадает с матрицей @ ‚ у которой определитель 

отличен от нуля. Поэтому система (27) может быть решена методом 

Крамера: 
5 

оч) = Ен ЧТ", В 

ге @ - обратная к С матрица. Выражения (26), (28) задают 

группу всех движений (8) метрики (5), состоящую из двух несвязных 

компонент с ес 2>Ои Се е<о . Первая связная компоне-' 

° нтас М(еёа>о0 содержит тождественное преобразование (С = 

= Т) и является полной локальной п? -мерной группой локальных 

двияений (13) этой метрики. 

Запишем, далее, уравнение (9) для второй метрики (6) физиче- 

ской структуры ранга ("т ," +1) 

Де) би А") 6 СЕ) + М" (ве) + бд) = 

^ (7-1 _. _ # 4 , ят-Е д рт. 
== ие т М я м +Я (29) 

роди эберенцируем его отдельно по каждой из БоовДИНат | в=(Е* ъ 
я и. =, =”) . 

Е 7-4, т-#. г А °С) бес ие АТ б ЕР) бе) ао | 

. А (2) брт (Е) + А" обв +брьС) = 1, 

ге с=41,,,.,"-1 , Относительно функций А инь А, (3) 

получена система ИТ линейных неоднородных уравнений, ранг матри- 

пы которой равен УТ-1 , так как функции 6*(=),...,б СЕ) 

независимы. Согласно теореме Кронекера-Кал пелли для совместности 

системы уравнений (30) окоДижо И достаточно, чтобы ранг ее рас- 

ширенной матрицы тоже равнялся 7-1 , то есть чтобы обретался 
7 
- в нуль следующий определитель:



47
0 

— 

№
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6 =8(Е) геи 6" <=) 2*- 6 =#(8) 

ео р р Х 

— 

э 

б Е т-1 (=) Фе В рые) 2" *-бет-а(Е) 

  бт (Е) ег м (Е) 1- бет (Е) з 

-4’ 

отсюда легко получа- В силу независимости координат ОЕ аъ х” 

ем, что для системы функций Я СЕЛ ина» ТЕ СЕ) поляен быть от- 

личен от нуля только якобиан 9(6*,,,,, 6” О(=“,,,., =”) и, 

кроме того, б== (=)=1 . Таким образом, в системе (30) первые 

т-34 уравнений линейно независимы и их оешение можно получить 

по формулам Крамера: 
э 

2. _ Ре. А + 2, т-1 т-а о С 
А (<) = ‘+. С 2 + & , (ЗГТ) 

Выражения (3Т) полставим в исходное уфавнение (29) и разрешим его 
& 72 # 

относительно функции Л (5%): 

др о ай т-+ о и-Ь дит 
А) = И.А * С 2 +$© . (зт°) 

Заметим, что строение функции (31') отличается от строения функций 

(ЗГТ). Аналогично предыдущему, нетрудно убедиться в том, что эле- 

менты матрицы С и компоненты строк (С°, 87”), ее ‚ге 2=1, 

рии 8-4 , постоянны. Вследствие независимости функций (3Т), 
= Н = < т 

(ЗГТ), матрица Якоби для них должна быть невырожденной. Но коорди- 

9 ната ‘5С не входит явно в систему функций (ЗТ), поэтому квалра- 

<. 

тная матрица Сё , имеющая порядок И -{ ,‚ также невыфохдена. 

® = 5
 $ 6) г @ :Н
 

ыы
 

© Ро
 о
 

>
 Подставим выражения (31), (3Т') в исходн 

сравним в его правой и левой частях коэффициенты при координатах 

х =(1*,.,"”)} и свободные от них члены: |
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1 

аб. + а" *> ТЕ) нс = =, 
4 —_ (32) 

СЕ) + 6 бит Ву вт =” 
У 

Решение первых /7-4 уравнений системы (32) относительно функ- 

ций б“(Е),Ё =1,,.,7-1 может быть найдено по формулам Краме- 

ра, а затем из последнего уравнения этой системы найдем функцию 
уд я 

6 (=). В результате получаем: 

ие НИ) 
(=) =а*“(Е-с*) +,,, + С 27" *- с 

А м.,. 
р о 

ОЕ) = =” (ба Тя 4, | (39) 

О ватта ета )- 67) 

где С - обратная к С матрица порядка -1 . Выражения (31), 

(31) и (33) задают группу всех движений (8) метрики (6), состоя- 

щую из двух несвязных компонент с (её >О и &еёа< 0. Пер- 

°вая связная компонента с Хеё аз 0 содержит тождественное пре- 

образование (@а=[ , 61=..= ды са (т 

=О ) и является полной локальной ы -мерной группой локальных 

движений (14) метрики (6). Эта группа зависит от ут существенных 

параметров - элементов квадратной матрицы С , имеющей порядок 

т-4 , и компонент строк (6°, с“ те Сани» 

/п-1 ‚ входя в группу всех движений как подгруппа. 

Запишем, наконец, уравнение (9) для последней метрики (7), 

76 когда многообразия 7 и 1 имеют различную размерность: 

#+3 

Ак) бу ее АСЕ) 6) + ОТИС) = 
я =” * = ЕЕ, "Е (34) 

и продиф еренцируем его по каждой из координат & = СЕ, =
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уи+1 
— > ; 

А (26) ОЕ) +: Ас) б 2 (=) +6 =: (=) ==° \ 

„
т
 

(5
 

сл
 

и
 

АЕ) бита (в) и А ое) бт.) «би: =) = 

& 

ге с = 2,,,,И „ Система уравнений (35) вполне аналогична сис- 

Т6М (30) и ее решение можно записать сразу по вырахению (31): 

Е 
ст Рис р ` 

С | Аба) = 2 ат во (36) 

Квадралная матрица С в ретении (36) изет порядок т и невы- 

рождена, так как функции А" (5), СЕ,» независимы. Легко 

гакхэ показать, как в случае решения (26), что элементы матрицы ‚3 

Е . 
С и компоненты строки 6 постоянны, 

Подставим вырахения (36) в исходное уравнение (34) и сравним 

в его правой и левой частях коэффициенты при координатах 2 = (2% 
Е 

ня С) и свободные от них члены: 

м
 <

.
 

<
 =
=
 

п 61 рита" б” (=) = 

м т (37) 
Веберу кин 66 (Е+б” "СЕ) = =" ® р | 

Система уравнений (37) вполне аналогична частному случаю системы 

(32) и ее решение можно записать по выражению (33): 

716 те < т \ 
© (Е) = А =* +“ ОР 

О-о 38) 
_.., - (6% -,,+ В” тт) =” и 

- где @ - обратная к @ матрица порядка / . Выражения (36) 

(38) задают группу всех движений (8) метрики (7), зависящую от
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п (7+1) существенных параметров - элементов квадратной матрицы 

Ее связная компонента с. (ефа?0 ‚ содерхашая токдественное 

преобразование (а = Г ) 6 == = 6 ”= О) ‚ является полной ло- 

кальной /7(7п+1)- мерной группой локальных движений (15) метрики 

(7) и входит в группу всех движений этой метрики как подгруппа. 

Теорема Т полностью доказана. 

В каждой из групп движений (10) - (15) гоуппы преобразований 

76 и 75 , имея одну и ту же параметрическую группу, изоморфны, 

но не обязательно эквивалентны, то есть не обязательно переходят 

друг в друга при некотором локально обратимом гладком отображении 

фФ: > 7. . Эквивалентность имеет место только в однопараметриче- 

ской группе (10), в которой локальное двихение состоит из двух па- 

раллельных переносов. Неэквивалентность в группах движений (ТТ), 

(12), (15) обусловлена тем, что преобразуемые в них многообразия 

По и 72 имеют различную размерность. В группах движений (13), 

(14) эти многобразия имеют одинаковую размерность и естественно 

было ожидать эквивалентности групп их преобразований, однако имеет 

место следующая теофема. | 

Теорема =. Локальные группы локальных преобразований 

многообразий 1/7 и /Е , задающие групны цвихений (13), (14) 

метрик (5), (6), неэквивалентны. . | 

Докажем сначала теорему © для группы движений (13) метрики 

(5). Тождественному преобразованию многообразий 6 и 78 осо- 

ответствует единичная матрица (с = Г) . Рассматривая бесконечно 

малое движение, из уравнений (13) сравнительно нетрудно найти ин- 
. г 

финитезимальные операторы К 7 И в Я «< ЗаДАЮЩИВ, ОООФВУВО- 

вующие локальные группы локальных преобразований многообразий 

ПЕ и Г : 

Ул = =) 9/Э хе? у = -=29/9=7, (39)
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о ее Ил ° я й . 

где с, / = 1,..., 7 (см. /36/, ев. 48-49). Операторы Х:: и 

гл - 2. = к) Являются базисными для соответствующих " -мерных алгебр 

<.
 

Ли, Для того, чтобы в группе движений (13) были эквивалентны лока- 

льные группы преобразований многообразий ТТ и 7 „ необхо- 

димо и достаточно, чтобы были эквивалентны их алгебоы Ли с базис- 
г , _ дер с не 

ными операторами Х 7 И Е: (сы. /23/, в. 220 и $3 гя.ТГ). 

Предположим, что при некотором локально обратимом отобрессиии 

‚ гп 

операторы Х.; и 24} ‚ определяемые выражениями (39), пере- 

ходят соответственно друг в друга. Для функций Ф(э)= С), 

и 2 (х)) из бормул преобразования операторов Х2) при замене 

координат (40) и сравнения их с операторами я 6) получаем сле- 

дующую систему дифференциальных уравнений: 

че х9ф“/ 9х“ =-8 е°, . (41). 

где 6 - единичная матрица порядка 7% . Поскольку Е,], К =1, 

ну и тмзе , пля любого к. можно найти такое } , что 

А +] с. НЮ тогда из уравнения (4Г) следует, что Зи“ 9х = 

= О для любых с, К ‚ то есть (ж) = сои5ф , что противо- 

речит, очевидно, локальной обратимости отображения (40). Получен- 

ное противоречие означает, что алгебры Ли с базисными операторами 

(39) неэквивалентны и потому неэквивалентны соответствующие ло- 

кальные группы преобразований т -мерных многообразий 78 И 

76 в группе движений (13) метрики (5). | 

Рассмотрим теперь группу движений (14) метрики (6). Инбините- 

имальные операторы, задающие соответствующие локальные преобразо- 

вания многообразий 776 и 75 в этих движениях, определяются. 

выражениями



Хи = х*9/дх“, БЕ = -=7 9/95, 

Х Е = 9/2, т =-Е^9/9=”, 

Ел, . (42) 
Хи = 2/95”, пр = = 9/9“, 

Хит = 9/эх”, им = = 9/ЭЕ т, 

где е,] = А Предположим, что алгебры Ли с базисами 

(42) эквивалентны, то есть операторы Хау, Кана, Х те, Хм, пе 
Г. Г. | г 

реходят соответственно в операторы 4], ат, ть, тт ПРИ 

некотором локально обратимом отображении (40). Тогда относительно 

№ : > й а Я. з 7-4 71 ' >- функций Ф(х) = (Ф\х),,,, Ф (х), @ (%)) ,‚ так же как 

и в предыдущем случае, получаем следующую систему дифференциаль- 

ных. уравнений: 

э 

= 
. ел , я . $ 

0 фо“ =-6 ФФ“ др т” 0 =0, 

еж =0, о "9" =-4", | 
д Е - Г (43) 

х‘9и 9х” =-9““,. хгор”/ах”-=0, 

2 ^иох" = 0 з э#”/2х”=-1, 

Система (43) явно несовместна, так как, например, из двух послед- 

них уравнений второго столбца получаем №‘’=0,2=1,,.,, т-1, 

что противоречит независимости координаты 9“ . Неэквивалентность 

алгебр Ли с базисными операторами (42) означает неэквивалентность’. 

соответствующих локальных групп преобразований " - мерных ‘много- 

образий 776 и ТФ в группе движений (14) метрики (6). Теорема 

® полностью доказана. 

Заметим, что неэквивалентные алгебры Ли.с базисами (39) ста- 

новятся эквивалентными, если в одной из них перейти к другому ба-
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‘зису. Действительно, автоморфизм 7 Ху и тривиальное 

отображение === переводит базис первой алгебры в базис 

второй. Но автоморфизм Хаг—- Хе индуцируется, очевидно, не- 

которым автоморфизмом параметрической группы. В этом случае гово- 

рят, что группы преобразований многообразий Ти 16 слабо 

эквивалентны. Как отмечено в /371 на с. 44, не всегда слабо экви- 

валентные группы преобразований эквивалентны. Аналогично, неэкви- 

валентные алгебры Ли с базисными операторами (42) становятся экви- 

с] 
что 

валентными при тривиальном отображении (40) и автоморфизме Х 

-хн, Ха — -Хиё, Хитё —-Х:, Х тип —7 = Хтт , 

говорит о слабой эквивалентности соответствующих неэквивалентных 

групп преобразований многообразий 7 и 76 в группе двихе- 

ний (14). 

Установленная в $5Т эквивалентность групповой и беноменологи- 

ческой симметрий в геометрии двух множеств естественно приводит к 

следующей задаче в теории групп Ли: 

для всех эквивалентных и не эквивалентных эффективных и глад- 

ких локальных действий 517. -мерных локальных групп Лив $49 - 

мерном многообразии 775 и $й -мерном многообразии 7 най- 

ти все невырокденные двухточечные инварианты, удовлетворяюгие ура- 

внению (9). 

Так сформулированная задама предполагает предварительную 

классификацию локальных групп преобразований с точностью до экви- 

валентности (замены координат) в каждом локально изоморфном клас- 

се. Однако имеющаяся полная классификация С. Ли (см./36/, с. 24 - 

ии, 27) проведена только для одномерного и двумерного многообр аз 

причем с точностью до слабой эквивалентности. Поскольку слабо эк- 

‚вивалентные группы преобразований могут оказаться неэквивалентны- 

ми, а также в силу теоремы и такая точность классификации оказы- 

> 

вается недостаточной.
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С другой стороны, для случая $ =4 все возможные невырож- 

денные феноменологически инвариантные метрики (Т) геометрии двух 

множеств при любых размерностях и П многообразий 7 и 75 

были найдены методами теории физических структур без предваритель- 

ной классибикации 7" -мерных групп поеобразований. По известным 

выражениям этих метрик, решая уравнение (9), можно затем найти 

полные локальные группы их локальных движений и соответствующие 

группы ^еобразований многообразий 776 и 76 , что и явилось 

осн” чым содерханием настоящего параграфа. 

В заключение приведем пример физической структуры ранга (2,2) 

и порядка Т, задаваемой на двумерных многообразиях {2,43 И {=, 

23 функцией У = (1% {7) . Возможны два и только два типа та- 

ких структур /30/. бизическая структура первого типа есть простое 

наложение двух структур ранга (2,2) и порядка ТГ: 

[+ . 2_, | 
= ж+Яя , } =4+. (44) 

Физическая структура второго типа не сводима к случаю $ =4 : 

и 

“= (ж+5)у , Чб=(ж+еЕ)р. | (45) 

Соответствующие группы локальных движений задаются следующи- 

ми преобразованиями многообразий 1% ) Ч} и { й, р 1 : 

ЭЕ" = + @ ‚ Ч’ ч+&, 

, (44°) 
= Е-@, 0'=2-®, 

‘= ах-ф о, Ч"’= ча , ) 

(45') Нар, 24| 
„=
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$ 3. 0б изоморфизые и подобии, слабой 

эквивалентности и эквивалентности 

групп преобразований, их взаимном 

фасширении и цвухточечных инвариантах. 

Из теоремы 2 предыдущего параграфа следует, что зацача вы- 

числения двухточечных инвариантов предполагает проведение клас- 

сификации групп преобразований с точностью до эквивалентности, до- 

пускающей только замену координат. Слабая эквивалентность, допус- 

кающая также и замену параметров, для этой цели оказывается недо-. 

статочной. Более того, двухточечные инварианты (5) и (6) из $ 2 

не могут быть получены, если классификация групи преобразований 

проведена только с точностью до слабой эквивалентности (то есть 

подобия в каждом классе изоморфных групп). Но именно с такой точ- 

ностью С.Ли проводил свою классификацию. В $4 гл.Г на примере ло- 

кальных трёхмерных групп Ли преобразований плоскости было установ- 

лено различие классификаций с точностью до эквивалентности и сла- 

бой эквивалентности. В следующем параграфе на примере локальных 

четырёхмерных групп Ли преобразований плоскости наглядно будет по- 

казана существенность этого различия, а в $5 его роль при изуче- 

нии групповых свойств физической структуры ранга (3,3). В настоя- 

щем же параграфе будут даны определения изоморфизма и попобия, 

слабой эквивалентности и эквивалентности групи преобразований, об- 

сукдены их связи и различия в свете задам, возникающих в теори: 

физических структур. | 

В начале $ 2 гл. [Г по монографии Л.С.Понтрягина (см./еа/,с. 

435) было. дано определение локальной группы Ли $4) поеобъазо- 

ваний области многообразия 7% как эффективного действия ло- 

кальной группы Ли @ на 1“ . Буцем говорить, что задана локаль- 

ная группа Ли локальных преобуазований многообразия 776 ,‚ если
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а е = 
для каждой его точки задано эффективное гладкое действие < В 

некоторой ее окрестности, причем действия эти совпадают в пересе- 

чении окрестностей двух точек. Сохраним пля этой группы преобразо- 

ваний прежнее обозначение  (2“СА) 
- и 

Рассмотрим локальную 2 -мерную группу Ли ( {Л} локальных 

преобразований 7 -мерного гладкого многообразия 776: 

Ш 

х’ = Л(х,а), _ (0) 

< С: = : 2е' = 775 А | | где се 2”, х,мЕ ил - эффективное гладкое действие 

с" 772 Г А ев ‚’ . Группу <“ < } естественно рассматривать как точное 
2 

представление (реализацию) = -мерной локальной группы Ли @ 
. 

(см. /РЗ/, с.210). Группа (Ф с законом умножения 

@ё = (4,8) _ (2) 

обычно называется параметрической группой группы преобразований 
оф: 

ФА). 
| а 

Выбрав некоторую локальную систему координат х=(5%*, >”) на 

многообразии 77С и некоторую локальную систему параметров @=(а“ 

ел М ") в группе е ©" . обозначим через 

у. р зы 
Ко — А, (=) 9/9“ (3) 

инбинитезвимальные операторы группы ФУ) ‚ Ге 9=4,„,% и по 

"немому" индексу д производится суммирование в пределах от Т до 

и. . Поскольку группа С” действует в 776 эффективно, операторы 

Х <= линейно невависимы с постоянными ко эффициентами, образуют 

базис соответствующей < -мерной алгебры Ли. Коммутаторы операто- 

ров (3) выражаются линейно через эти ке операторы с помощью струк- 

турных констант: ГЛ о, Ко | = С ыы Кая. 

Пусть имеется ещё одна локальная ® -мерная группа Ли 9) 

локальных преобразований я. -мерного гладкого многообразия 76 :
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= ( Г 

2 = 9(#,5). (4) 
# ‚ | © $2. 

где СЕР , 5, $ 'Е 75 иб- эффективное гладкое действие 
2 ну 

Я в 72 . Закон умножения в параматрической группе // ’ будет: 

\ 

ХВ = = Яр). (5) 

Выбрав некоторую локальную систему координат 2==(=*%..,=“) 

на многообразии 75 и некоторую локальную систему переметров У = 
4 ; = вр ., 

= (&(“,..,%“) в групне //“ , обозначим через 

г мн, ‚> ир ГР . 

Сю = (#7 9/9Е (5) 
< / = р 

инфинитезимальные операторы группы Н С9), Где 2=1,.... 2 и 
т 

и=1,.,:.® . Операторы а обра зуют базис содтветствусей <- 
.. г т 7 = о” гл . 

мерной алгебры Ли, причём [Ё-л, Сао пы 
. , \ Г 

Заметим, что группы преобразований < Зи НЧ 6’) завис 

от одинакового числа параметров, равного * ,‚ опнако законы умно- 

жения (2) и (5) в их параметоических группах не предполагаются как- 
Я — 4 ## 

>. 
то связанными, в частности, не обязательно, Сие = Сил.и. Много- 

: кие аныи. лена < яя образия ке 776 и 75 , в которых эббективно действует группо 2 3 в: АТА г = 5“ я 

‚: 2 . 

и Ч могут иметь различную оазиерноеть. Отметии таке, ч.2 == 
3 > <: = > 7 

на параметров @ =(йу., Я 

ет линейное преобразование б 

причём структурные константы 

тт: д 77 а ий 

  

Сы
 как замена локальных координат 

меняет только выражения для базисных операторов (см. р с.35). 

Определение Т. Группы преобразований А) и 
д у 

| (9) называются локально изоморфными, если локально ро 
=. у 2 

‘их параметрические группы @“ и Я 
= . < ‚; ®. 

Локальный изоморфизм групп Ли @ и Я ‚ как известно
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(см./23/, с.152), означает, что существует такое локально обрати- 
т 2 

мое отображение &: (? — /1 ‚ при котором законы умножения 

(2) и (5) переходят друг в друга, то есть справедливо равенство: 

(ВМ = 9 (0), ив) | (7) 

для всех &,.6 из некоторой окрестности единичного элемента 

еЕ@°. 

Из теорем С.Ли о соответствии локальных групи преобразований 

и их алгебр непосредственно вытекает следующая лемма: 

| д”), 
Лемма Т. Для того, чтобы группы преобразований 9 (А) и 

#1. . у 

(9) были локально изомор@ными, необходимо и достаточно, чтобы 

существовало такое невырожденное линейное преобразование базиса (3) 

при котором структурные константы в новом базисе и в базисе (6) 

совпадут. | 
.. С") 

Определение 2. Гоуппы преобразований @ (А) и 

Зил __ 
Н (9) называются локально подобными, если существуют такие ло- 

я = , 
кально обратимые отображения 6 : С > Ни: 75 >76 ‚о при. 

которых законы умножения (2) и (5), а также действия (Т) и (4) пе- 

реходят пруг в друга, то есть, кроме равенства (7), имеет место 

второе равенство. 

х(А(>х,е)) = = © (хе), и) _° (8) 

для всех 5 из некоторой области в 778 и всех С из некоторой ок- 

рестности ециничного элемента 2 Е @“ . 

Подобные группы по определению изоморфны, однако изоморфные 

группы преобразований не обязательно подобны. В частности, подобие 

невозможно, когда преобразуемые многообразия 776 и 75 имеют раз- 

личную размерность. Но даже и при 2 =/ изоморфные группы преоб- 

разований могут не быть подобными. Например, группа движений плос- 

кости Лобачевского локально изомор®на группе двикений симплекти-
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ческой плоскости, но подобия между этими группами нет, что являет- 

ся одним из признаков принципиального различия соответствующих 

плоских геометрий. 

Лемма 2. Для того, чтобы группы преобразований ФА) и 

“5 были локально подобны, необходимо и достаточно, чтобы су- 

цествовали такое невырожденное линейное преобразование базиса (3) 

и такая локально обратимая замена координат < > & ›, при которых 

в новом базисе и в базисе (6) операторы с одним и тем же индексом 

“ будут иметь одинаковые выражения. 

Все свои результаты по классификации групи преобразований 

С.Ли получал с точностью до локального подобия. Действительно, в. 

его работах (см., например, /25/) постоянно используется линейное 

преобразование базисных операторов соответствующей алгебры Ли для 

приведения их к "системе операторов возможно более высоких поряд- 

ков" (см./36/, с. #213), а также замена координат для максимального 

‚упрощения выражений этих операторов. 

Рассмотрим теперь две локальные группы Ли ФЛ) и "С95) 

локальных преобразований многообразий 176 и 75 размерности 77? и 
» 2. 

И, ‚у которых одна и та ке параметрическая группа @`: 

ж=А(%,@), 
(9) 

2’ = б(#,@), .) 

где © ЕФ,, с, ж'Е76 и =,5' Е 16, Либ - эффектив- 
. и т : 

ные ‘гладкие пействия С в 1/76 и /С .В этом случае базисы 

(3) и (6) сопряжены пруг другу и структурные константы в них соз- 
-%#“ -— #} , = ® _ 9 

падают, то есть. Сщфш: = ще’ 

Определение 3. Группы поеобразований Ч И 
С. .` 

@ (5) ‚ имеющие одну и ту же параметрическую группу с" ‚ на-. 

зываются локально слабо эквивалентными, если существует такой ло-
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кальный автоморфизм и: 67 9" и такое локально обратимое ото- 

бражение 17: 775 >75 ‚ что для действий (9) имеет место равенст- 

во (8). | , 

Таким образом, слабая эквивалентность групп "СА и &96) 

есть их подобие, причём в равенстве (7) должно быть У = {Ф „так 

как и в оирелелений: 3 является автоморфизмом. 

‘Лемма 3. Для того, чтобы группы поеобразований @ СА) 

и (#°С57) _, имезщие одну и ту же параметрическую группу @Ф”, бы- 

ли локально слабо эквивале НтНы, необходимо и достаточно, чтобы су- 

цествовали такое невырокденное линейное преобразование базиса (3), 

сохреняющее структурные константы, и такая лока льно обратимая за- 

мена координат с—> = , при которых в новом базисе и в базисе (6) 

операторы с одним и‘тем же индексом “> будут иметь одинаковые вы- 

ражения. | 
я”. 

Определение 4. Гууппы преобразований @ ©) И 

$"(5) , имеющие оцну’и ту же параметрическую грунну С”, на- 

зываются локально эквивалентными, если существует такое локально 

обратимое отображение ПЕ» 7 ‚ при котором действия (9) 

переходят друг в поуга, то есть имеет место равенство 

и (А, @)) = 6 (% (><), а) (10) 

для все. х из некоторой области в И и всех @ из некоторой ок- 

рест ости единичного элемента © © "г. 

Лемма 4. Для того, чтобы группы преобразований СА) 

И 6"(5) , имеющие одну и ту ке параметрическую группу @" , бы- 

ли локально эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы существо- 

вала такая локально обратимая замена координат т, при кото- 

рой в сопряжённых базисах (3) и (6) операторы Ко и ео будут 

иметь одинаковые выражения. 

Так же, как и лемма Т, леммы е, Зи 4 являются следствием
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‘теорем С.Ли о соответетвим го упи поеобразований и их эле: тм 

в виду леммы 1-4, будем говорить также, что изоморфны, пос о 

слабо эквивалентны или эквивалентны элгебоы Ли преобразова ̂  .. 

зисами (3), (6), если изоморбны, 
   

эквивалентны группы преобразований 2 (А) и Н 95) с эбЪективны- 

ми действиями Ли 6, которым эти алгебры соответствуют. 

Эквивалентные группы преобразований по определению слабо эк- 

вивалентны, но, как отмечено в /37/ на стр. 44, слабо эквивалент- 

ные группы не обязательно эквивалентны, хотя те и другие подобны. 

То есть если уравнения (8) при заланных действиях А иб имеют 

решение относительно автоморфизма (С и отображения 9’, то соот- 

ветствующие эквивалентности уравнения (Т0) относительно отобрахе- 

ния 9 могут оказаться несовместными. = 

Заметим, что различию между эквивалентностью и слабой эквива- 

лентностью обычно не придают особого знамения. Например, Эйзенхарт 

/24/ на стр. 95 следующим образом формулирует критерий подобия 

групп преобразований Ф“С) и И") : пусть базисы (3) и (6) со- 

ответствующих алгебр Ли выбраны так, что структурные константы в 

них совпадают; тогда необходимым и достаточным условием подобия 

является тождество координатных выражений для базисных операторов 

обеих алгебр при некоторой замене координат. Линейное преобразова- 

ние, приводящее к совпадению структурных констант, определяется с 

точностью до автоморфизмов. Оцнако не пля любого автоморфизма мож- 

но найти такую замену координат, которая возвратает базисным опе- 

раторам их прежние коорпинатные выражения, что будет показано ниже 

на конкретных примерах. 

В $4 гл.Г были найцены с точностью до эквивалентности в каз- 

дом изоморфном классе все трехмерные алгебры Ли преобразований 

плоскости. Рассмотрим из него более подробно пример слабо эквива- 

лентных, но не эквивалентных алгебр с базисами (5.1) и (5.2): 

 



Х. = 9%, Х,=Ч9»&, Х,=-9%, (тр) 

Х=Ож,  Ха= 0, Х=У0ж +99, (ру 

где о — произвольная постоянная, имеющих в заданных базисах оди- 

наковые коммутационные соотношения; 

[Х,,Х.1=0, [Х,,Х,1=0, [Х..Х,] =Х, . (13) 

Переход в алгебре (тт) к другому базису, а именно: Х а, — Х Е Х 5 = 

- © Х. ‚.при тех же координатах приводит к совпадению с базисны- 

ми операторами алгебры (12), что и говорит об их слабой эквивален- 

тности. Если ке в алгебое (1Т} не переходить к указанному базису, 

то в заданных базисах никакая локально обратимая замена коорцинат, 

=, 9), 2 = 16 С, 9) (14) 

не приведет к совпадению выражений для базисных операторов (ТТ) и 

(12). Докажем это, препположив обратное. Для функций 9Сх,9) и 

"АУ (5, 9) из формул преобразования трех базисных операторов алгеб- 

ры (ТТ) при замене координат (14) и сравнения их с соответствующи- 

ми операторами алгебры (12), переписанными в координатах 2,0 , 

получаем систему шести дифференциальных уравнений; 

у. =1, Ш=О0, 9% =О0, 

(15) 

Ух =1, м, 9 =6. 

Система эта явно несовместна, что и доказывает неэквивалентность 

алгебр с базисами (ТТ) и (12}. Земетим, что алгебры (12) с разными 

значениями постоянной © таке неэквивалентны, в то время как 

аналогично устроенные алгебры с базисами
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= Хх =Э., Х.= Ух, Х.=-Эутдудх 

все эквивалентны друг другу и эквивалентны алгебре (1Т), 

По инфинитезимальным операторам (ТТ), (12) мокно восстановить 

локально эбфективные пействия А иб соответствующих групп пре- 

образований: 

2 2„3,, 
х'= х+а* тату -ата/е, 

2 5. (11°) 
9' = Я - Я 

И с са а + а (а‘+ов" а | 

2 ЮЗ (12° 
9‘ +4 +0а`, | 

и закон умножения С = 6 их общей параметрической группы . @ 

-а*+ 6*+ (а*6°-а°6")/2, 

И 

у 73 

с*= 27+ 8%, С° =а*+$°, 

| который постоянная @ не Коди ит. Заметим, что автоморфизм @*—> 

а*, @а“—> с? ‚-а-ва "> 2° , сохрания закон умножения (16), 

м переводит действие (11’) в пействие (12°) при тех ке координатах. 

| Таким образом, группы поеобразований (11') и (12°) слабо эквивале- 

нтны. но они не эквивалентны в смысле определения 4, так как дей- 

ствия (11') и (12’) не переходят друг в пруга ни при какой замене 

координат (14). Действительно; если бы путь (11) и (12') были 

эквивалентны, то уравнение {ТО пля функш 17 и М замены 

координат (14) представилось бы следующей системой пвух функцио- 

№ нальных уравнений:
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“. уе вое - даа, У-а”) = 

дя ДЗ 5 ОЗсР+ь 6.3 
=, 9) +ат+ аи; (х,9) та аб+оа Иа, 

(я та*+ а? -а? ее ,у-а”) = 

ь : э т з 
= (хх, 9] т аттоа “ 

Если поодиференцировать эти уравнения по каздому из параметров 

аа’, а? ‚ полагая затем д*= С “= 2? =О , то придем к си- 

стеме (15) шести дифференциальных уравнений, которая несовместна. 

Точно также слабо эквивалентны, но не эквивалентны группы преобра- 

зований с эективными действиями (12°) при различных значениях 

постоянной 6. | 

Рассмотрим кратко еше и второй случай (из двух возможных) сла- 

бо эквивалентных, но не эквивалентных трехмерных алгебр Ли преоб- 

® разований плоскости с базисами (8.2) из $4 гл. Г: 

Х, = 9. , Х-=Фу , Ха= Хх + 69%, (17) 

где 6 — произвольная постоянная, имеющих в них одинаковые комму- 

тационные соотношения, 

[Х,.Х.1 =0, [Х.,Х, | =-Ха, ГХа,Х.] = 0. (18) 

р 

По базисным операторам (Т7) мокно найти порождающие отображения 

соответствующих групп преобразований: 

р 3 1 х’= хехра’+а*, 

у‘ ыы Я + ее баз 

и закон умножения с=@-@ их общей параметрической группы 

\,
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с* = стер 63+ 6* 

(19) 
@*+ 6°, сЗ=а3+ 63, 

в который постоянная © не входит. Слабая эквивалентность алгебр 

Ли с базисами (197) и групп преобразований с эффективными дейст- 

виями (17°) при разных значениях постоянной о очевидна, их неэк- 

вивалентность при замене координат. (14) устанавливается, как и в 

первом случае: соответствующая система уравнений, аналогичная сис- 

теме(15), оказывается несовместной, Нетрудно проверить, что законы 

умнокения (16) и (19) удовлетворяют аксиомам локальной группы Ли 

(см. /23/, с. 150): 

(фа, 8, с) = 9(@, (8.5), | 
Ф(а,0) = Фе) =@. | 

Отмеченное выше различие мекду слабой эквивалентностью и эк 

вивалентностью имеет непосредственное отношение к вопросу ос клас- 

сибикации групп преобразований. Естественно проводить ее с точнос- 

тью до подобия, то есть с точностью до изоморфизма и слабой экви- 

валентности в кахдом изоморфном классе. Но можно проводить эту 

классификацию и с точностью до изоморфизма и эквивалентности в ка- 

ждом изоморфном классе. Поскольку слабо эквивалентные группы могут 

оказаться неэквивалентными, вторая классификация, в общем случае, 

отличается от первой, уточняет и пополняет ее. На вопрос о том, в 

каком случае возможно такое уточнение и пополнение обычной класси- 

фикации, отвечает следующая теорема 
г е 

Теорема. Если группы преобразований Ч СА) и @ (9) 

слабо эквивалентны, но не эквивалентны, то их параметрическая гоуп- 
. 

опа (Ф° имеет внешние автоморфизмы.



\ 
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Предполоким обратное, то есть что параметрическая группа @“ 

имеет только внутренние автоморфизмы. Тогда, вследствие слабой эк- 

вивалентности групп ФГСА) и 495) ‚ уравнение (8) относите- 

льно отображения (5) и внутреннего автоморфизма К (а) = 
-2 2 

6а8 ‚ где 8 = @ ‚ имеет решение, то есть 

%(Л(х,а)) = бя). ва 6-*). (20) 

Покажем, что отображение (5) = (Ах, 6)) является решением 

уравнения (10). Действительно, подставляя его в это уравнение, по- 

лучаем соотношение З/(Л (Л (3, 4%), 6)) =6б%(А(х, 4), а) , 

очевидным образом переходящее в равенство (20) при подстановке 

А(ж, 6) ©, 66 а . Таким образом, группы о“) и 

@" 5) ‚ в противоречие с условием теоремы, оказываются эквива- 

лентными, что и доказывает неверность сделанного предположения об 

отсутствии у параметрической группы @ " внешних автоморфизмов. 

Автоморфизм параметрической группы индуцирует такое линейное 

преобразование базиса (3), которое сохраняет коммутационные соот- 

ношения с точностью по совпадения структурных констант. это преоб- 

разование будет автоморфизыом алгебры. Ясно, что уточнение в пре- 

делах эквивалентности возможно только для тех алгебр Ли с базисом 

(3), у которых есть внешние евтоморфизмы (например, нильнотентных). 

Поскольку некоторые простые и полупростые алгебры допускают 

только внутренние автоморфизмы, для них классификации с точностью 

до слабой эквивалентности и с точностью до эквивалентности совпа- 

дают. 

Результаты $4 гл.Г показывают, что из всех трехмерных алгебр 

Ли преобразований плоскости в классификации С. Ли только две ал- 

ба гебры с базисами 

Х, = Эх, Хь=0, , Х: = 99. ; 

а
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Х: = 9 , Х.= ду , Х, = 20» 

допускают уточнение в пределах эквивалентности. Для других алгебо 

каждому автоморфизму (не обязательно внутреннему) может быть сопо- 

ставлена такая замена координат (14), которая возвращает базисным 

операторам их прежние выражения. 

Рассмотрим теперь несколько задач, в которых уточнение клас- 

сификации С. Ли в пределах эквивалентности имеет принципиальное 

значение. | 

Для четырехмерной абстрактной алгебры с базисом Х ., Х 2, Х., 

Х ч И коммутационными соотношениями в нем: 

=, 
` 
: 

[Х,,Х.]=0, ГХ.,Х,] =0, [Х.2, Хз] = Ха › | 
_. (21) 

[Х., Ха] = Ха, Ха, Ка] = Аа ,[Хь, Ха] = 0 

найдем все слабо неэквивалентные представления (реализации) алгеб- 

рами Ли преобразований плоскости. Поскольку первые три оператора 

образуют базис трехмерной подалгебры с коммутаторами (13), для нее 

в пределах слабой эквивалентности естественно взять трехмерную ал- 

гебру с базисными операторами (Те) при 5 = О. Выражение для опе- 

ратора, Х- возьмем в самом общем виде: 
©
 
г
 

м2
 Х. = АС, 9,9 + 6 (%,у7ду . 

ть Подставляя операторы (12) при Эд =0 и (22) в последние три ком- 

мутатора соотношений (21), для функций А (=, Ч) и бех, у) 

получаем следующую систему уравнений: 

р —_ —_ —^ 

Ах=1, бх=0, Л- = 0, 

\ ео , ем ^^ г 

бу=3, 9х -‹ =, Чб.=С. |
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Система эта совместна и имеет решение 

д (%,Ч) = х+а, 6 (%,9)=9. 

Постоянная @ может быть исключена из выражения для оператора 

(22) допустимой заменой координат: ха =, у о ‚ остав- 

ляющей неизменными выражения для операторов Х 2, Х г, Х з. В ре- 

зультате получаем только одну четырехмерную элгебру Ли преобразо- 

ваний плоскости с коммутационными соотношениями (2Т): 

Х. = Эх, Х.= 9. , Х.= 99%, 
(23) 

Ха = х 9» т Уду. 

Слнако по классификации С. Ли /26/ имеется еще одна четырехмерная 

алгебра, слабо неэквивалентная алгебре (23), с теми же коммутато- 

рами (РГ): 

Х, = 9х, Х.= Ч9%х „Х,=-9у, Ха = жду (24) 

(см. также выражения (8.3) из 94). Но алгебра (24) может быть по- 

лучена. аналогично алгебре (23) только в том случае, если в качест-. 

ве трехмерной подалгебры взять не алгебру (12) при = ‚а. 

слабо эквивалентную ей, но не эквивалентную алгебру (ТТ). То есть 

у. слабо неэквивалентных алгебр могут быть слабо эквивалентные, но 

не эквивалентные подалгебры. | | | 

Рассмотрим две группы @°©А) и 2 6) преобразований 

многообразия 776 и многообразия 76 с порокдающими отображе- 

ниями (9), имеющих одну и ту же параметрическую группу " ‚ как 

группу преобразований многообразия 76 к 76 . Обозначим эту груп- 

пу через <°(А,б) | | 

Определение 65. Группа ОСА, 6”) преобразова- 

ний прямого произведения 776 х 76 многообразий 775 и 76 на-
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зывается взаимным расширением групп. ФА) си $76) . 

Пусть базисные операторы алгебр Ли групп С (А) и $5) 

задаются соответственно выражениями (3) и (6). Ясно, что в этих 

базисах коммутационные соотношения будут одинаковыми. Тогда ис- 

ные операторы Пе ‚ алребры Ли группы Су “СА, 56°) будут, оче- 

видно, задаваться следующими выражениями: 

. У Ь > 

ш= Ас) 0/0“ + 62, (=)09/95`, (25) 

- где = 1, 2; №=1,..., 7, И = Тм, РВ, 

Определение 5’. Алгебру Ли группы @"(А,5) с 

базисными операторами (25) будем называть взаимным распиоением ис- 

ходных алгебр Ли групп ФА) и (265) с базисами (3) и (6). 

Заметим, что это расширение может быть эквивалентным (крат- 

ным), а может быть и неэквивалентным. Если группы (9) и их алгеб- 

ры эквивалентны, то и расширение называется эквивалентным; если же 

они неэквивалентны, то и расширение называется неэквивалентнеги. 

Эквивалентные (кратные) расширения используются в обычной гесмет- 

рии одного множества для определения инвафиантной метрики (см. 

/23/, с. 237 и $85 гл.Г), в то время как неэквивалентные расширения 

задают, исключая простейший случай, группы движений в геометрии 

двух мнохеств, размерность которых может быть различной (ем. $2). 

Для слабо эквивалентных алгебр с базисами (11) и (12) возго 

у
 

ны как эквивалентные взаимные расширения: 

2, = 0х + 9 , 2. = Ут р, ] 

(26) 

{27)
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так и неэквивалентные: 

(28) — 

7. = -9. +20; +006; } 

7, = Эх + ОЕ $ 2.=0.+9ь 

(29) 
Из = чЭ. +9, 0. + ОЕ + 929, . 

причем в: +0. . Заметим, что эквивалентные расширения (26) и 

(27) слабо эквивалентны, в то время как неэквивалентные расширения 

(28) и (29) слабо незквивалентны мехду собой при замене координат 

(14) и слабо неэквивалентны эквивалентному раснтирению (26). Если 

в пределах слабой эквивалентности из расширения (28) можно исклю- 

чить постоянную 6 , то никаким линейным преобразованием базиса и 

никакой земеной коорпинат (14) невозможно из расширения (29) ис- 

_ ключить постоянные “О; и 0. . 

Для алгебр с базис ми (17) возможно одно эквивалентное взаим- 

ное расширение: 

2: = Ох* 9: ? Е = у+ 9 › .] 
_ (30) 

= Эх +60, + 50. +60ь Г 
” 

и одно неэквивалентное; 

(ЗТ) 

= 
ге О, 02 . Все эквивалентные расширения (30) для разных зна- 

с в чений О слабо эквивалентны мекду собой, но неэквивалентному рас- 

ширению (3ЗТ) они слабо неэквивалентны. Постоянные О: и 9. в
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пределах слабой эквивалентности из расширения (ЗТ) исключыть не- 

возмокно. 

Таким образом, различие между эквивалентностью и слабо экзи- 

валентностью групи преобразований и их алгебр Ли оказывается суде- 

ственным при построении их взаимных расширений 

. = Но — Ач г: де УтРх и - © що 

Определение 6. Глалкую бункцию (=, =) буде 

а эл инцапиацеом тихнн (2 СИА\ ДЕ $ называть пвухточечным инзасиачтом групп &@ сл; м г ео 

№ | ИВ ОскКтТивных 

ного рас 

  

42. 

пля всех © ‚= из некоторых областей в её , /Е и зсех а 

из некоторой окрестности единичного элемента е = ©” . 

Согласно инбинитезимальному критерию инвариантности (см. /Р3З/ 

с. 229, /2А/, с. 77) Функция 1%, Е) будет инвариантом группы 

СТА, б)) в том и только в том случае, если в некоторых локаль- 

ных системах координат и параметров она удовлетворяет следуюшей 

системе уотавне ний: 

Хо (а, #) = | (33 

с операторами (25): 

ш
и
е
 

* 

  

97 Сх, 5) »,_, ЭДС, Е) 
Аз ( > + бы (Е) р = ©. (33°) 

Двухточечный инвариант } (2,=)} имеет содерхательный гео- 

метрический смысл не только при эквивалентном (кратном) взаинсм - 

расширении, когда он задает метрику пространства, но и при неэкви- 
2 

валентном расгирении. В этом случае двухточечный’ иНВаТИВ т (>, Е) 

можно рассоатривать как метрику геометрии двух множеств. Такая ге- 

ометс::: появляется в теории физических структур /ТО/, в которой 

расстояние 1С%,=) интерпретируется как измеряемая в опыте &;:- 

зическая величина.
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По результатам $5 гл. видим, что двухточечные инварианты эк- 

вивалентных расширений (26) и (27) локально вырокденны: 

о о 
о 

в то время как для неэквивалентных расширений (28) и (29) эти ин- 

варианты локально невырожденны: 

= =-Е- 97 -69"/2, 

{= (6:-0.)(%-Е) -(у-РЛИа 

(см. выражения (8), (10), (9) из 85 гл.Г). Аналогично, для эквива- 

лентного расширения (30) двухточечный инвариант локально вырожден:” 

Г — — 

7=9 о, 

а лля неэквивалентного расширения (ЗТ) он локально невырокден: 

= 9-2 -(0.-02) би |х-=| 

(см. выражение (21) из $5 гл.Т при 6; =0; И 6: 3 д; ). 

Вычисление двухточечных инвариантов наглядно показывает суще- 

ственность различия между эквивалентностью и слабой эквивалентнос- 

тью групп поеобразований. Действительно, структура этих инвариан- 

тов оказывается различной при эквивалентном и неэквивалентном вза- 

имных расширениях, хотя при неэквивалентном расширении группы, в 

нем участвующие, могут оказаться слабо эквивалентными. Отсюда вы- 

текает, что для полного решения залам, перечисленных выше, класси- 

сикация С. Ли групп преобразований должна быть уточнена в прецелах 

эквивалентности в каждом изоморфном классе. 

тот вывод можно подтвердить еще более наглядным примером. 

Рассмотрим лве слабо эквивалентные, но не эквивалентные четырех- 

мерные алгебры Ли преобразований плоскости:



> 
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Х.= 9х, Х.=У9= ,Хь=-9у, Хч=-9 “ < 

=
—
“
\
 © > — 

Х, =Ох, Х.=Эу , Ха = 99-х , Хн=убду (35) 

(см. алгебры (8.1) и (8.2) пи б=0О из $4) и запишем для них 

два взаимных расширения. Олно эквивалентное: 

Е = Ох+ О; Е. = 99=+Р0:, 

| (35) 

Аз = - ду -Эр ‚ Иц= -Уду- о, 

и пругое неэквивалентное: 

Е, = 3. + 9; 2 Ра = 99. +0», 

(37) 
_ , 2 >. == О + 9 

Е - 9 +20: э 2 Я У е с. 

Решая системы (33), легко устанавливаем, что двухточечный инваои- 

ант эквивалентного раширения (36) тривиален: 

г ; : _. 1 = Сои5Т , (38) 

в то время как для неэквивалентного расширения (37) он локально 

невырокден: 

ке
) 
—
 Г — ; ны 

= ®-Е-9а-. с 

Ясно, что не только замена координат (14), но и никакая другая за- 

мена, "запутывающая" все четыре координаты %,9,#, 2, не не- 

реведлет инварианты (38) и (39) пруг в друга. А это означает, что 

эквивалентное и неэквивалентное расширения (36) и (37) слабо экви- 

валентных, но не эквивалентных алгебр (34), (35), слабо неэквива- 

лентны как алгебры Ли преобразований четырехмерного постранства 
4! Е 

К
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$ 4. Четырехмерные алгебры Ли преобразований плоскости 

В дополнение к $4 гл.[ проведем полную классификацио четырех- 

мерных алгебр Ли преобразований плоскости с точностью до эквива- 

лентности в каждом изоморфном классе. Сравнение нихеслелующих ре- 

зульталов. с соответствующей классибиканией С. Ли /26/ еще более 

явно, чем в трехмерном случае, подтвердит существенность различия 

слабой экздвалентное: ти и эквивалентности групп преобразований. Дей- 

„льно, только две трехмерные алгебры в классификации С. Ли до- 

пускают уточнение в пределах эквивалентности, в то время как четы- 

рехмерных алгебо, допускающих такое уточнение, будет значительно 

бользе. Кроме того, полная классибикация четырехмерных алгебр Ли 

преобразований плоскости оказывается необходимой лля анализа груп- 

_повых свойств физической структуры ранга (3,3), то есть (2,2)-мер- 

ной геометрии двух множеств ИП и 76 , каждое из которых 

представляет собой двумерное многообразие (см. следующий параграф). 

Число степеней свободы в этой геометрии, согласно теореме 2 из З1, 

равно четырем. 

Локальная четнрехпараметрическая группа Ли локальных преобра- 

зований пвумерного многообразия 6 задается уравнениями: 

; } , 1 2 „3 „4 
хж= (ху; а, аа, а‘), 

; 2—2 дз 4 
Ч' = б(ж, 9; а", а „(4 ‚“’), ) 

причем А 5х 5 ч- А чб г = . При специальном выборе параметров. 

С ,‚ когда, в частности, их нулевым значениям и только им соот- 

ветствует токдественное преобразование, бесконечно малое преобра- 

зование (1), близкое к токдественному, можно записать в следующем 

виде:
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= х а?Аь (9,9), | 

где 947 =Т, =, 3, 4. 

Инфинитезимельные операторы 

г
 (2) 

—
^
<
 

[9
 

—
 

линейно независимы с постоянными коэффициентами и образуют базис 

четырехмерной алгебры Ли. Напомним, что, согласно замечанио после 

леммы 4 в $3, мы называем алгебры Ли с базисными операторами (3) и 

(6) эквивалентными, если эквивалентны группы поеобразований 7 СА) 
и 

и ©), которым эти алгебры соответствуют. 

Существует полная классификация вещественных абстрактных че- 

тырехмерных алгебу Ли с точностью ‘до изоморфизма (см., например, 

/27/, с. 72-74).. Приведем эту классификацию, записывая шесть ком- 

мутаторов [Х.,Х. | , [Х.,Х,] , [Х.,Х, | › [Х,,Х. | , 

[ Х», Х. | 3 [Х з, Х. | в соответствующей последовательности: 

о, 0, 0, ЕХ,, о КХ., 

й 0, 0, КХ,=Хг,-Х,+КХ., 0 

о, О, О, КХ,+Х.», КХ., 

0 ‚0, 0, кХ:+Х. , КХ.+Х.,ЕХ,; 

< о
 

О. 0, Х,., аХ: , Хг , Х. + Х. ; 

о
 

Хх, , Ха, Аа, (с-1)Х.; 

‚ 0, Х,, 9Хь, Хз, Ла+9 Ка) + бы
) 
—
/
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0, -Х., О, Оз Х. , О. (ТТ) 

О, -Х:, Х., Х., -Х, , О; (12) 

Хз, аз Ж ха О, О, О; (13) 

Хз, Жаз -х:, О, О, О, (14) 

к‘ 2 
де & =0, 1; 9“< 4; КЁ, с — произвольные числа. = 

Заметим, что по сравнению с /27/здесь для удобства исслепова- 

НИЯ В алгебрах (ТТ) и (14) осуществлен переход к другим базисам 

{в алгебре (10) была произведена только перестановка операторов 

Х (и Х „ ‚ав алгебре (14) переход к новому базису был сле- 

ующим: (Х, + Хз)/8 —Х, , Ха Ха , (Х.-Хз)/2 Ха , 4-1 д 

Х. —>Х. ). Кроме того, оказывается, алгебра с коммутаторами (7) 

пля случая & =0, Каои Е =Т, А # Т изомороны алгебое 

(6) с & =0, Кзои & =Т, К ЕТ соответственно. Изомор- 

физм устанавливается слепующим линейным преобразованием базиса ал- 

гебры (65): Х, + Хз (К — Ха ‚ Дне Хз/ _* Х2 з Х. я Хз , 

Х- Ха - пля случая & =0, Даби Х.+Х./(Ё-1)* Ха, 

Х. -Х./(К-1) — Ха ,К->Кз, Ха- Ха - для случая & = 

Т, К +Тт.. 

Согласно поиведенной таблице, в четырехмерных алгебрах (4) 

(14) первые три оператора Х.,Х 2, Х з образуют базис трехмер- 

Выпилем из классисикационной теоремы $4 гл.Г соот- 

ветствуюшие выражения операторов Ха, Х. , Хз Е 

для алгебр (4), (5), (6), (7): 

9%, чд» , АС) 9х; (15) 

для алгебр (8), (9), (10):



Я = › ч9= , - 9. , (16) 

>
.
“
 

для алгебры (ТТ): 

— 

Эх, 90, 20 * 9уду, (т) 

3 = 4 до Я 2 Эх т 5’9у 2 (19) 

02, 9х, жЭх, (20) 

Ох , ду, х д» +т9чду. т 

о для алгебоы (13): 

Зы. Брит х Эх + созжЭ, ‚ } 

9 усоз = Эх - иду; 7 и 

для алгебры (14): 

Эх 5х Зе, С95жОх , 

Э =, дих о +с05Ж Оу, соо - 567 = у ‚ 

9. , лу тхЭх + Сож оу , | 
к 2= 

| - лусовх дх - $5пжду ь Г | = 

Оае › - сСРуз их Ох + с5жЭду, ) | 

7 (25) 
= сЁЙ Ч со; Эх - 56" 295,
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где А у Е СОИзЁ ., 6 - любое число. 

Для того, чтобы провести полную классификацию четырехмерных 

алгебр Ли преобразований плоскости с точностью до эквивалентности 

в каждом изоморфном классе, необходимо найти выражение пля опера- 

тора, 

Хи =А(, 4) 9х + 6Сх,9)9у, и 

уловлетворяющего вместе с операторами (15) - (26) трем последним 

коммутационным соотношениям каждой из четырехмерных алгебр (4) - 

(14). При этом могут возникнуть дополнительные ограничения на вы- 

ражения (15) -.(26). В частности, не всякие три оператора из спис- 

ка (15) - (26) образуют базис трехмерной подалгебры четырехмерной 

алгебры с оператором (27). Кроме того, в отличие от трехмерного 

случая, рассмотренного в 54. гл.Г, некоторые из четырехмерных ал- 

гебр (4) - (14) не могут быть реализованы инфинитезимальными опе- 

раторами преобразований плоскости. Это: алгебра (4) при 6 +К= 

===О , Аз =Е=О , = +Е=о , @+К=Е=1 , 

К =Е=1 , ЕбЖЕН1 у алгебра (6) пи Е =Ё=О и 

Е=К={ ; алгебры (10) и (13).. 

Теорема. Базисные операторы Х.,Х., Х., Хх. четы- 

рехмерной алгебры Ли локальной группы Ли локальных преобразований 

плоскости, имеющей структуру коммутационных соотношений (4) - (14), 

с точностью до эквивалентности (замены координат) задаются следую- 

шими выражениями: 

Эх, 99х , (9) 9. , ФО ;. (4.1) 

Эх, Чдх, № “о. , -КУды; (4.2) 

Эк, 9д»х, ^(9)0х , ждх | `(4.3)



(9°8) 

(6*8) 

($*8)_ 

(5°8) 

(5*8) 

(1’8) 

(97°) 

(°4) 

(5°4) 

(1°4) 

(29) 

(1'9) 

(1°“) 

("5 

тор - оо хол‘ “о “о, 

‘АоВ- }о? ‘во - ‘од ‘о, 

Г 80 чаи я.Рщ-р)- Хо 7, 
де 

х(В-Р) 

А 

| ‘моча Аи-тЛАт) ‘ОВ * ь 
ИО. ИНН 

5е2/,5 + Яох (Р+р огр ‘ео 

Г ОУ =Ву-1Ия,АЦ-т) 

\ 

Г. "Бо (В +тТ>- 

(< У
 о 

(
>
 

- хех 

Ц РЕ аьо-р 8 2.7‘ ой ‘ое 

ет 
Рой -т)+ ЗОЖ 2 ы ? 2 \_ 

- ТБГ -



с
)
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Э», ЧЭх, - 9, сжо + (е- 1)чду, 
(8.7) 

Эх, ду, ч9х , сх Эх + З9у; (8.8) 

Эх, Ч0х ‚-Эу, (2= -92/2)дх + Удо; (9.1) 

Ох, Убе, 9х + 9ду , -Уду, (Т.Г) 

Эх, ду, «Эх , 99. ; (11.2) 

9 , Ч Эх , хЭ. ‚ жчодх + (1+9?) 0. : (12.1) 

Зы, Фи, 9+ 9э, ‚- У9= + хду; {12.2) 

Эх, тж, сои ,Эу, (14.1) 

"9 , ИО 

(14.2) 
0556 Эх = би 9 йо. о У 

где А #0; С #0, Т,2; 6 - произвольная постоянная. 

Среди двадцати шести алгебр из списка теоремы следующие пары 

алгебр слабо эквивалентны, но не эквивалентны: (7.1-2), (7.3-4), 

(8.1-2), (8.5-6), (8.7-8); (4.2), (4.4), (5.Т), (6.1), (6.2), (7. 

#2), (7.4), (14.2) - с разными значениями постоянной й +0; (8.1), 

(8.2), (8.6) — с разными значениями постоянной 9. Пары алгебр. 

(8.3-4), (11.1-2), (12.1-2), (14.1-2) изоморфны, но подобия (сла- 
бой эквивалентности) мекду ними нет. Таким образом, уточнение в 

пределах эквивалентности допускают следующие одиннадцать четырех- 

мерных алгебо Ли преобразований плоскости: (4.2), (4.4), Г, 

(6.1), (6.2), (7.Г), (7.3), (8.2), (8.6), (8.8), (14.2). 

Общая схема доказательства сформулированной выше теоремы дос-
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таточно проста. Подставляя выражения (15) - (26) для операторов 

К.,Ха, :” и выражение (27) для оператора Ки в коммутаторы 

[Х,, Х. 1 ‚ (Ха, Хх. ], [Хз,Х. | четырехмерных алгебр (4) - (14), 

получаем систему из шести дифференциальных уравнений для функций 

А (,ч) И © (х,ч) . Условие совместности этих уравнений и ли- . 

нейная независимость операторов (3) приводят к дополнительным ог- 

раничениям на выражения (15) - (26), структурные постоянные комму- 

тационных соотношений (4) - (14) и для некоторых из них вообще не 

могут выполняться. 

Учитывая сделанное замечание, рассмотрим пять характерных слу- 

чаев из полного доказательства теоремы. 

Подставим, например, выражения (15), (27) в коммутаторы 

ХХ. › [Х.,Х. | , [Х..Х.| алгебры (4) и в каждом из них 

сравним справа и слева коэффициенты при линейно несвязных операло- 

рах дифоеренцирования "Эхе И ‘Эу . В результате получаем 6 

дифференциальных уравнений: 

л=Е, бы =0, УАх -б= Ку, 

ибы=о, АШАж- А) б= А), А) бх= 9 

Из первого уравнения системы (28) находим: Ас %, 9) =Е%+ (9), 

гле (9) - - произвольная функция одной переменной. Из третьего и 

первого уравнений определяем: б(х,9)=(&- ку ‚ то есть 6 = 

= Си второе, четвертое, шестое уравнения удовлетворяются автома- 

тически. Наконец, подставляя в пятое уравнение системы (28) най- 
из И 

денные для Л^(5<,9“) и О0С%,4) выражения, получаем уравнение 

СЕ-ЮЧА"СЯ) = (=-6)А (Ч), (29) 

которому пополнительно долина удовлетворять нелинейная функция 

А (9) в подалгебре (15). Заметим, что функция (9) в выраке-



нии для оператора. 

действительно пооизвольна только ири & = К =Ёё= =С. Бо всех оста. 

льных случаях эта функция может быть исключена заменой коорпинат 

32 + (9) эх ‚, УЧ ‚ге ЕС) -(Е-К)9 ФО) = 
| Ф(9) .То есть при &2+К*+ +0 в выражении для опе- 

ратора Х. можно положить ШФ (Ч) = О . Кроме того, из уравне- 

ния (29) заключаем, что при & = К должно быть & = 2 иоб- 

ратно, а пи &+ А полно быть & + и обратно. Если А= 

= @ +@& , то уравнение (29) имеет только линейное решение, что 

не попускается условием нелинейности функции А (9) . Таким обра- 

зом, из всевозмокных значений постоянных &, К, ё алгебры (4) в 

случае ее представления (реализации) инфинитезимальными оператора- 

ми преобразований плоскости допускаются только следующие четыре 

варианта: == ё=о ; Е=О, К+0, +0, К = Ё и -— 

=А=2=1 ;Е=4, р К = . Остальные несть 

вариантов: @ %К=Е КЕ Р-Е-О, К=ёчЕ=О , @+ 

К =&=1 а 1, К=Ё+Е=1 не допускаются. Дл: + 

случая & == = уравнение (29) обращается в токдество. В 

результате получаем четырехмерную алгебру Ли с базисом (4.Г), 

которой функции АС Ч и Ф (9) ‚ очевидно, нелинейны и линей- 

но независимы с постоянными козффициетами. Для случая & =0 , 

К+=О ‚, Р+0 , К+ЕЁ уравнение (29) имеет решение А ()= 
И у“ ‚ причем й +0 ‚ а оператор Х. =- Куду ‚ по- 

скольку функцию Ф( Я ) в выражении (30) можно исключить удобной 

заменой координат, о которой говорилось выше. В результате получа- 

ем четырехмерную алгебру Ли с базисом (4.2). Совершенно аналогич- 

но для третьего и четвертого случаев (& = К=2Р=1 иЕ=з, 

К+={ , 6+1, К+@ ) получаем четырехмерные алгебры Ли с
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базисами (4.3) и (4.4). _ 

Подставим теперь выражения (17), (27) в последние три козму- 

татора алгебры (8): 

Лес, б.= 0, Лу =0, бузз, | 

УЛь + бЛу-6 = (=-1)9, | (р 

чб». +0бу = (с-1)9 

Из. первого и третьего уравнений системы (ЗТ) находим А( х, 9) = 

=сж+о , ше С. - произвольная постоянная. Из пятого уравне- 

ния по известной функции Я (5, 4) определяем: ©б'Сх,9)=9 

результале по выражению (27) получаем оператоф 

2) (2
 Хи =(ех + (19. + 49... ( 

Однако постоянная б в операторе Х з трехмерной подалгебры (17) 

должна уловлетворять пополнительному условию: (©-2)]6=0 , 

вытекающему из шестого уравнения системы (31) при © = - ‚ 10 

есть в случае С = @ постоянная 5 может принимать любые знаме- 

ния. Если же С*@ ‚, то необходимо б=О. Заметим таке, что 

постоянная СС в выражении (32) пля оператора Кн ` действитель- 

но произвольна только пи С =О . В случае С + эта постоян- 

>. ная мовет быть исключена заменой координат т сё! с > 3 

Ч Ч ‚то есть при С *%0О можно положить сё = 0 . Таким 

образом, в задаче определения представления алгебры (8) инбините- 

зимальными операторами преобразований плоскости удобно различать 

следующие четыре случая: © =О ‚ С=1., Сс=&. и с Е О, 

1,2 , которые поиведут соответственно к четырем алгебрам Ли с 

базисами (8.2 .2), (8.4), (8.6) и (8.8). 

= Четырехмерные алгебры Ли с базисами (8.1), (8.3), (8.5) и 

(8.7) получаются для тех ке четырех случаев С =О , С=+1 ,



-195- 

С=Зи с =0,1,2 , когца в алгебре (8) трехмерной подалге- 

брой бт алгебра Ли с базисом (16) 

Иодставим, далее, операторы (16) и (27) в посленние три ком- 

т бересты ти 2. =9/9х мутатора соотношений (9). Операторы дифЗеренцирования 9. = О/дх 
ид, = . 

И Эу = соб линейно независимы в общем смысле. Сравнивая ко- 

эффициенты при них справа и слева в. каждом из трех коммутаторов, А" 

получаем следующую систему шести диференциальных уравнений: 

(33) 

Из первого и третьего уравнений находим функцию ©’, а из первого 
\ 

и пятого - функцию Л : 

А=ах- 92 +а,6=9, _ (34) 

где С - произвольная постоянная, которая из выражения (27) для 

оператота, Х.. моет быть исключена заменой координат 55 + а/а 

— < ‚ ЧУ . Система (33) совместна, так как решение (34) 

уповлетворяет кажпому ее уравнению. Для оператора Ха по фор- 

муле (27) получаем тогда с помощью решений (34) следующее выраже- 

ние: ХХ. = (2 - у“/а 9х + ч9у ‚ что вместе с оператора- 

} и приводит к четырехмерной алгебре Ли с базисом (9.Т). 

Вели ке в коммутаторы ЕХа,Х.|, [Хо, Ху | ‚ ГХ.,Х.1 ал- 

гебры (9) подставить операторы (17) и (27), то относительно функ- 

ций А(ж,9) И 6 (%,9) получаем другую систему уравнений: 

Аж =е, б.=О, Лч=0, бу=1, ] 

чл +0. -6=Ч4, 96» +96, =14+0, р 

которая явно несовместна. Действительно, подставляя в шестое  урав-
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нение этой системы Ох=О и бу=1 из второго и четверти 

того, приходим к противоречию; О= 1 . То есть трехмерная. алге- 

бра (17) не может быть подалгеброй четырехмерной алгебры с комму- 

тационными соотношениями (9). Таким образом, представление (9.Т) 

является единственным представлением (реализацией) четырехмерной 

абстрактной алгебры (9) инфинитезимальными операторами преобразо- 

ваний плоскости. | 

Подставим еще операторы (22), (27) в последние три коммутато- 

ра алгебры (13), полагая для сокращения записи (Ч) = су : 

Ах =О, бх =О0, — 

ЛЕ пж+лусозх - Лусозх - бууих=О, 

бу. ит х +бусоз5х + Азих = о, м (36) 

Ажрсовсе - Луи +Аузтх - буусо5х =9 

бьусо5х -бъу5тх + Ле05% = 0. 

Четвертое и шестое уравнения при бы = О образуют подсистему 

системы (36), которая имеет, очевидно, только нулевое решение: 

А=О , бу=О (:Ю№Ю если А =О , то из третьего уравнения 

получаем б = О . Однако при Л=б@ и б=о оператор Х. по 

выражению (27) становтся нулевым, что противоречит линейной неза- 

висимости операторов (3). Установленное противоречие означает, что 

трехмерная алгебра (22) не может быть подалгеброй четырехмерной 

алгебры (13), которая, таким образом, не имеет ни одного представ- 

ления инфинитезимальными операторами преобразований плоскости. При 

полстановке операторов (25), (27) и (26),(27) в последние три ком- 

мутатора алгебры (14) получается та ке система (36), в которой 

УС) = - И Ч для первого случая и У(9)=- СА у - для 

второго. То есть ни одна из трехмерных алгебр (25), (26) не может
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быть подалгеброй четырехмерной алгебры (14). 

Все остальные случаи (из девятнадцати возмокных) исследуютс: 

сходным образом и при этом никаких принципиальных тоупностей не 

возникает. Поэтому автор считает разумным в доказательстве теоремы 

ограничиться пятью рассмотренными примерами решения систем (28), 

(81), (33), (36%, (38. 

Если в алгебрах (7.Т) и (7.3) произвести линейное преобразо- 

вание. базиса: 

Хх, +ЯХ,/2 —>Х,:, —Х.,Х, Хх, ‚„Х. — Хы 

и следующую замену координат: 

х/(1+ Ч" 4) м, 9/(1+04“/4) У, 

то получим базисные операторы (7.2) и (7.4) соответственно. То 

есть четырехмерные алгебры Ли с базисами (7.Т) и (7.2), а такхе 

(7.3) и (7.4) слабо эквивалентны в смысле леммы 3 из 93. 

Слабая эквивалентность алгебр Ли с базисами в и (8.2), (8.5) и 

(8.6), (8.7) и (8.8), а также алгебр Ли с базисами (4.2), (4.4), 

(5.1), (6.Г), (6.2), (7.2), (7.4), (14.2) -с разными значениями 

постоянной Я 0 ‚ (8.0), (8.2), (8.6) - с разными значениями 

постоянной 5, очевидна. 

Учитывая только что сказанное, заключаем, что полная с точно- 

стью до подобия классификация четырехмерных алгебр Ли преобразова- 

ний плоскости будет содеркать следующие двадцать одну алгебру из 

классизикационной ‘таблицы теоремы настоящего параграфа: (4.Т), 

(4.2) с И ={ , (4.3), (4.4) с И=1 , (5.0) с А=Я , 

(6.1) с И=1 , (6.2) е Я={ , (7.0, (7.3), (8.2) в 9= 

=О , (8.3), (8.4), (8.6) ‹ б=0 , (8.8), (9.1), (1, И 

(11.2), (12.1), (12.2), (ТА.Т), (14.2) е #й=4 . 

Напомним, что С. Ли проводил свою классификацию групп проеоб-
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разований с точностью до подобия, поэтому сопоставление резульча- 

тов данного параграфа и соответствующих результатов С. Ли необхо- 

димо делать в пределах подобия. | 

Выпишем сначала из полного списка конечномерных алгебр Ли 
преобразований плоскости, составленного С. Ли в 1893т., базисные 

операторы У; ‚9 3, 9. всех четырехмерных алребр: ‚У 

33. Ох, ду, эе 9. Ч 9х ‚ ждь + 9д.: 

7. 90% ‚ Ох, Эх , жд. + жуду: 

9. ЗУ, хду, Эх, жд + ву, с; 
о. Эх, жд, Эх , «О, + (291579. 

ТТ. езры т со5вх ду ‚99. ‚2ежрих 5евх оду ‚ 9»; 

ТЕ, ера 9. ‚ Сехр (хо, > чФу ‚9; ; 

о 
12. к, =. , 2х) 9 у , уд, ; 

15. Эчу, 9%, О», жЭш + ду; 

17. Оу, =. ==, ‚ Ве; 

172. Е жрях ду, хехрих Оу , х*ехриж9,,9., О: 

етре(: 2 ду 9. ‚ежра. жсозвжо,,, 
} 

р е=р м. $ в 5 Э,; 

17. гхр.хЭу о‘ ехр«.х9., 9. , Э.; 

с
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5° 17. виры, хЭ,, жежро, хЭу , Эх „ехри, ху, 9, +0; 

Га. ‘Эу, ера Эду : ехр =’. ‚ Ох; 

ти, веры, Е, , втрое ху и, и, +0; 

18. Эу, жду, Г, (к) ды , Ру ; 

22. у, Уду , 929, „Эх; 

24. "ду , уду 2 "бе з 9 у 

где слева указан номер по классификации С. Ли (см. /26/, с. 25-27). 

Результаты настоящего параграфа, излокенные в теореме, сопо- 

ставим в пределах подобия с приведенной выше классификацией С. Ли, 

аналогично тому, как это было сделано в $4 гл.Г в случае тоехмер- 

ных алгебр. Для каждой четырехмерной алгебры Ли из этой классиби- 

кации укакем такое линейное преобразование ее базиса У, ‚9. У. 

Ча и такую замену координат в нем: 5 = ФС, Ч), а (>, 9), 

при которых получатся базисные операторы Х 4, Хх 2. ЛЗ, Х ИЗ 

списка теоремы. 

Четырехмерные алгебры Ли преобразований плоскости из класси- 

фикации С. Ли подобны следующим алгебрам из классификационной тео- 

ремы настоящего параграфа: 

алгебра 33. - алгебре (12.2): 

. У, д. =9., де Ч , Ха = У. , ) 

=х, 2+9; 
алгебра 7. - алгебре (14.2) ‹ #=1 ;
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Х, = (92 + 9%)/2 › Хь = (29:+4:)/2, \ 
Хз = (92-9.)/2 , Х. = 9/2, 

о
н
а
 

= = ате 92ж=/(1-92) ‚ Р= бт ЗС + эе?); 

алгебра 9. - алгебре (8.2) с б=0О при С=О , алгебое 

(8.6) ‹ @=О при С=@ и алгебре (8.8) пи с+0,1,а 

.= У, ‚ Ха= че, Хы Ча, Хы 94, 

алгебра ТО. - алгебре (9.1): 

Х. =-89:, Х.=-4Ч., Х,=-25,, БА 

==-9/8, р= 2/2; | 

ребра 11/. - алгебре (12.1); 

Х, = Ч, Ха= Ча, Хь= Ча, Хи = - Сна чь ур, | 
= Чежре- б/п вх , р=сЁовх ; 

алгебра 114. - алгебре (8.3): 

_Х, = Ча, Ха= Ча , Хан М - Ча, Ху Ч, 

Е = уежр (-9х) , 2Р=х; 

алгебра 1т.. - алгебре (ТТ.Г):



Уз, Ха= (629. +9.) / (42 -4.), ] 

Ха = - (21 9. +9, Иа -а,), 

= = Чемжр (-4.=), р - азев мата) с; 

алгебра Те. - алгебре (4.3): 

= У. ‚ Ха= 9 . Хз = Уз ‚Хч=Чн ? ] 

=, 0=°; . } 

алгебра 15. - алгебре (8.4): 

Х:=Ч, , Ха=Чь, Хэ = Ча, ЛАн=Ч 

Е=У, 2=Х; я 

{ 

алгебре 17;. - алгебре (7.Г): 

и =Ч5/2, Х.=-У. ,Хь 

2=2ч/ж*, Р=-ах 

"Т 

= 9,,Хн= У, 1. 

алгебра 17.. — алгебре (7.3): 

СХ, =& 4/2, Хань, ХУ, М, Ха =- ЧМ, }. 
= = 2уежр(-Чх) мк? Р = 2/иж: | 

алгебра, 17.. - лробре (5.0) е Ё=1 

Х.=Уз, Ха = Уи , Х.=УЧ. , Х« = Ч /в, ] 

чехр (-4.%)/созрх н я р р= гр х;
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_-й : Р=1{ 
алгебра 17,. - алгебре (6.1) е 

Е 

Е = дежр (а ж/Их , Р = 21%: ) 

й =1 алгебра 17. - алгебре (6.2) с 

Х: = а 95, Жг2= У, Хз = Эн , Ха=- УМ, | 

Я =1 алгебра. 17>. - алгебре (4.2) с 

д. =У., КХа= У», Х.=Ч$, Ха==Чу,. | 

1 =9, Р= ежра.ям; .) 

й=1 

] 

алгебра Т7.. — алгебре (4.4) с 

Оз ь Х. = - Ун /о(, , | К. =ЧУ., Хх. =Ч2 , Х, = 

М = = Чежр (-4, =), р=ежр (4,-4,) 5; 

‘алгебра 18. - алгебре (4.1): 

Х, = Уз, Х.= Ча, Хэ =Чь, Ха =Ун, |. 

=, й= “ ; | | 

леев 22. - алгебре (та. 

Х. = (9:.+9,//8 , Х.=Ч. , Ха= (9.-95)/2, Хч=У. | 

== Зале оу , = 2; | Г



- 204 - 

алгебра 24, - алгебре (ТТ.2): 

Х.= Уз, Х.а=Ч: , Хз= и, Ха У, 

=, оду. 

Проведенное сопоставление показывает, что в препцелах подобия 

умеется взаимно однозначное соответствие меклу множеством всех че- 

тырехмерных алгебр Ли преобразований плоскости по классиб фикации 

С. Ли /25/, /26/ и множеством четырехмерных алгебр по классифика- 

ционной теореме настоящего параграфа. Напомним, что таким же был 

результат сопоставления, проведенного в конце $4 гл.Г, для трех- 

мерных алгебр Ли преобразований плоскости. Однако, если только две 

трехмерные алгебры из классификации С. Ли допускали уточнение в 

пределах эквивалентности, то в случае четырехмерных алгебр их бу- 

дет одиннадцать, то есть значительно больше. По таблице С. Ли это 

будут следующие четырехмерные алгебры: 7., 9.  сС=@ ‚„Э9.е 

с=а ‚9. сс+0,1,2, 17.) ТИ., и., Р., И. М. 

17... | 

Таким образом, результаты настоящего параграфа, также как и 

результаты $4 гл.Г, дополняют соответствующую классификацию С. Ли 

с точностью до эквивалентности в смысле определения 4 из $3, то 

есть с точностью до подобия в более узком, чем у С. Ли, смысле, 

когда в каждом изоморфном классе допускается только замена коорди- 

нал ‘на плоскости. Необходимость такого уточнения полтверждается 

вычислением двухточечных инвариантов (см. конец следующего параг- 

раза). Например, алгебры (14.2) с разными значениями постоянной 

Я 0 все подобны алгебре 7., поэтому С. Ли их не различает. Но 

постояйная А в базисе (14.2) не исключается никакой заменой ко- 

ординат. То есть алгебры (14.2) при разных значениях [о все неэк- 

вивалентны друг другу, уточняют алгебру 7. в пределах эквивалент-
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Метрика



$ 5. Групповые свойства физической структуры ранга (3,3) 

Физическая структура ранга (3,3) кратко может быть определена 

следующим образом (см. также начало $2). Пусть множества, 75 и 

76 есть двумерные многообразия с локальными координатами >,Ч 

и &, соответственно. Пусть, далее, имеется функция с от- 

Коытой и плотной в /76 Хх 76 областью определения 9+ ‚ сопо- 

ставляющая каждой пефе из ©} некоторое число. Функцию у назо- 

вем метрикой и будем предполагать, что се координатное представле- 

ние 

ЕТС, 9,=,Р) . (т) 

есть достаточно рладкая функция, в которую координаты ©, Ч И 

5, г входят существенным образом. 8 . 

Построим функцию Г’ с естественной в 778 х 768 областью 

определения бе ‚ сопоставляя шеститочечному кортеху из © 

девять возможных по метрике у расстояний. Будем говорить, что 

функция Я задает на множествах 775 и 76 феноменологически 

симметричную (2,2)-мерную геометрию (физическую структуру) ранга 

(3,3), если локально мноЖоство знамений Г’(@=) является подмно- 

кеством множества нулей некоторой гладкой функции СР. от цевяти 

переменных с сах 2+0 на плотном в © Е подмножестве. 

В работе /33/ и кандипатской диссертации /34А/ автором уста- 

новлено, что существуют всего два типа физических структур ранга 

(3,3). Метрика (1) с точностью до переобозначения  Ч({) 1 

и эквивалентности (замены координат) задается следующими двумя вы- 

ражениями: 

Я = Е 9+? | ‚ м)
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для первого. типа ‘и 

х = $ + УР (3) 

для второго. 

Функциональная связь С9= О межлу девятью расстояниями, 

выражающая феноменологическую симметрию физической структуры ранга 

(3,3), легко находится: 

о 1 1 1 

1 524) Уев) У) 

1 104) 10 4909) 

1 ДИКО Ур ЧСКу) 

| о 

    
для метрики (2) и | 

озау фаер зад) 
70% +90 190 | =0 

ко КЕ тр | 
для метрики (3), где, например, Са) = ее), ЧС, Е), 20). 

Под движением в рассматриваемом случае следует понимать такую 

пару достаточно гладких локальных преобразований многообразий 7/75 

и 76 

= ДЕ, и) ‚ 9’ = 6%, 9), ] 

5’ = (5,2) › й’= (8,6), | 

при которых метрика (Т) сохраняется: 

1%’, 9’, 2’, 2’) = СХ, 9,$, 7). (5)
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Множество всех движений (4) составляет локальную группу, для 

которой метрика, у ‚ согласно уравнению (5), является двухточеч- 

ным инвариантом. Преобразования многообразий в пвикении (4) сами 

составляют две изоморфные группы, а группа двикений есть их взаим- 

ное расширение в смысле определения 5 из $3. Это расширение может 

быть и кеэквивалентным, когда преобразования аи не пере- 

ходят друг в друга ни при какой замене координат = = (5,9), 

р= Ш, 9). 
Число независимых и судественных параметров мнокества лвии- 

:й (4), согласно теореме 2 из $1, равно ры. Во нон также 
5 

установить из следуя эщих простых соображений. Рассмотрим некоторую 

бигуру из 178 к 758 и пусть она движется как твердое тело. Поско- 

льку мнохества 77 и 76 являются пвумерными многообразиями, 

для определения положения фигуры надо задать двенадцать координат 

_ шести ее точек. При двихении этой фигуры полны сохраняться все 

девять расстояний, из которых, вследствие феноменологической сим- 

метрии, то есть связи СО=О , только восемь независимых. Число 

степеней свободы есть разность между числом независимых координат 

(= 12) и числом независимых связей на них (= 8), возникающих пои 

сохранении восьми расстояний, и равно, следовательно, четырем. Яс- 

но, что эти простые соображения нельзя рассматривать как показа- 

тельство. 

В настоящем параграфе на частном примере физической структуры 

ренга (3,3) изучается групповая симметрия геометрии лвух множеств. 

При этом используется полная классификация четырехмерных алгебр Ли 

преобразований плоскости, полученная в прелыпушем параграфе с точ- 

ностью до эквивалентности (замены координат) в каждом изоморбфном 

классе. Рассматривая метрику (Т) как невырокденный двухточечный 

инвариант, автор показывает, что выражения (2) и (3) являются един- 

ственно возмокными. Поскольку метрики (2) и (3) возникают только
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при неэквивалентном взаимном расширении, уточнение в пределах эк- 

вивалентности классификации С. Ли, осуществленное в предыдущем па- 

раграфе, при вычислении двухточечных инвариантов оказывается необ- 

ходимым. | | 

Итак, полная локальная группа локальных движений метрики (Т) 

зависит существенным образом от четырех независимых параметров: 

= Лех, ч; а*, а®, а°, ©"), 

и’ = б(ж,и; С 2 м”, < > @"), 

{4 
=' — (Е, 2; а*, @®, 9, а"), 

4.) 

р’ = рр; Я, а", &,& }. 

и
 

2 
и 

Инфинитезимальные операторы группы {(4”: 

ПД = Лео (3,9) 9 + б.(=,Ч) 9ч й 

+ ТСР) дв + Ро.) 9ь, (6) 

где &@ = 1,2,3,4 , линейно независимы с постоянными коэффици- 

ентами и образуют базис четырехмерной алгебры Ли. Базисные опера- 

`торы (6) естественно разлагаются в сумму операторов (3) из 84, за- 
. . { 

дающих локальное преобразование множества 77 в движении (4°’), 

и операторов 

По = бое, РУЭЕ + ро (Е, 2) 9ь, (2) 

задающих локальное преобразование множества, 78 в том же двике- 

НИИ, 

Ри = Мм Г. о о (6) 

Алгебра Ли с базисом (6) представляет собой взаимное расширение (в
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смысле определения 5’ из $3) алгебр Ли с базисами (3) из $4 и (7). 

Согласно инфинитезимальному критерию инвариантности (см. /24/, 

с. 77), функция (Г) будет инвариантом группы (4') в том и только в. 

том случае, если эта функция удовлетворяет системе четырех уравне- 

ний Ре у =О или, в координатной форме; 

Ам (©,9) хе + бис, 9) фут 

+ СЕ, 2) $8 + ры (Е, 2) {р = 0. © 

Относительно производных 1==9}/0 ‚ у =ОУ/ду , 

Те = 91/0= 5 1 =07/ор система (8) есть система, четы- 

рех линейных однородных уравнений. Для того, чтобы эта система име- 

ла ненулевое решение и, следовательно, метрика у не была триви- 

альной, то есть Я ЗЕ СОИЕЁ , необходимо и достаточно, чтобы оп- 

ределитель матрицы системы 

А: о, Са Ра 

Л» 6. 1. Ра 

АЗ Оз сз Рз 

  Ан ба о Ра   
5/2. , НЕ 

был ‘равен нулю. 

Операторы © и к ‚ задаваемые выражениями (3) из 

54 и (7), образуют базисы изоморфных четырехмерных алгебр Ли. Дей- 

ствительно, по теореме 2 из 5Т алгебры Ли с базисными операторами 
г“ 

Хо И г, ш четырехмерны. С пругой стороны, вследствие разложе- 
{ 

ния (6) и взаимного коммутирования этих операторов, зависящих от 

разных координат, коммутационные соотношения для них совпадают с
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Будучи изоморфными, имея одинаковые структурные константы, 

алгебры с базисными операторами (3) из 84 и (7) не обязательно эк- 
- | а 

вивалентны. Ясно, что выражения для операторов ;‚„-, х получаются 

из соответствующих выражений классификационной теоремы предыдущего 

параграфа простым переобозначением координат: © 7 #., 9->р 

При использовании этих выражений для построения системы уравнений 

‚ (8) не следует забывать о возможности неэквивалентности алгебр с 
‚ гт 

базисными операторами Хо и ош . В частности, у них могут 

не совпадать постоянные р ‚ © , так как они, не входя в комму-^ 

таторы (4) - (14), при варъировании не нарушают изоморфизма алгебр, 

Теорема. Для группы преобразований (4’) существуют два 

и только два типа невырожденных двухточечных инвариантов, которые 

с точностью до переобозначения ИС) и эквивалентности за- 

даются выражениями (2) и (3). | 

Рассмотрим всевозможные пары изоморфных алгебр с базисными 

операторами Хо и ош , задающих локальную группу лока- 

льных движений (4°), при которых сохраняется метрика { ‚ удовлет- 

воряющая системе уравнений (8). Таких пар в соответствии с класси- 

фикационной теоремой из $4 будет тридцать пять: Т. (4.Г) и (4.Т), 

2. (4.2) и (4.2), 3. (4.3) и (4.3), 4. (4.4) и (4.4), 5. (5.1) и 
(5,Г), 6, (ВР) и (6.0), 7. -(6.2) и (6.2), 6. С.П) в СТ, 9. 

.. С.Г я (7.2), 20. (7.2) и (7.2), ГЕ. С.Э) и 67.3), 18. 57.3) и 

(7.4), 13. (7.4) и (7.4), 14. (8.1) и (8.1), 15. (8.1) и (8.2), 
16. (8.2) и (8.2), 17. (8.3) и (8.3), 18. (8.3) и (8.4), 19. (8.4) 
и (8.4), 20. (8.5) и (8.5), 21. (8.5) и (8.6), 22. (8.6) и (8.6), 
23. (8.7) и (8.7), 24. (8.7) и (8.8), 25. (8.8) и (8.8), 26. (9.1) 
и (9.1), 27. (11.1) и (Т.Г), 28. (11.1) и (11.2), 29. (11.2) и 
(11.2), 30. (12.1) и (12.1), ЗЕ. (12.1) и (12.2), 32. (12.2) и 
(12.2), 33. (14.Т) и (14.1), 34. (14.Т) и (14.2), 35. (14.2) и 
(14.2).
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Непосредственным вычислением можно убедиться в том, что опре-. 

делитель (9) матрицы системы (8) для следующих восьми пар базисных 

операторов Хе и г: а’ отличен от нуля: 18. Л=Ж-5-9Ю , 

21. Д=е(х-5-90)-04 , 22. Д=(у- 2+2 (дь- 0. )(%- =) 
24. Д=с(х-#-92) ‚28. Д= УС - = - иг), 31. Д = 

= ч(Ж-Е-УР), 32. Д=(-=)*+(9-2)% 34. Д= 
= С0$ (Ж-# ) -Т. Поскольку для всех перечисленных выше восьми 

случаев Д О ‚ система (8) относительно производных 1%, м, 

=. имеет только’ нулевое решение, то есть метрика (Т) триви- 

альна: се, Ч, 5, 2) = 604 < . Для следующих двадцати пяти пар: 

Т. - 14., Г.., №., 10., 20., 23., 25., 26., 27., 29., 30., 33. в 
. системе?) найдется такая подсистема двух уравнений, которая от- 

носительно производных 1х И 1 имеет только нулевое реше- 

ние, и метрика (1) оказывается вырокденной, вследствие отсутствия 

зависимости от координат 5 и = . 

Таким образом, из тридцати пяти возможных пар базисных опера- 

торов Хао и и невырожденная метрика (1) как решение сис- 

темы уравнений (8) может ‘получиться только для двух пар: 15. (8.Т) 

и (8.2), 35. (14.2) и (14.2). Рассмотрим сначала первую из них. 

Локальное движение (4') в этом случае состоит из преобразований 

мнокества / ‚ задаваемого алгеброй (8.1) из $4, и изоморфного, 

но не эквивалентного ему преобразования множества 7/6 ,‚ задавае- 

мого алгеброй (8.2) из $4. Для того, чтобы система (8) относитель- 

но производных Ге ‚}ч,Т=›,}р имела ненулевое решение, необ- 

ходимо и‘постаточно обращения в нуль определителя (9) ее матрицы. 

Раскрывая этот определитель, приходим к уравнению: Д = Оа-дь= 

= О , откуда получаем б:=6> ‚ В системе (8) ши Л =О не- 

зависимыми оказываются только три уравнения: 

Тк =0, Уфе фр= О, 1924 =0. (0
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Решая первое уравнение системы (Т0) методом характеристик, легко 

находим: | 

7=б(*-Е, 4, р), _ (11) 

где Осы, %, 1%) - произвольная функция трех переменных. Под-. 

ставим выражение (ТТ) в остальные два уравнения системы (ТО): 

у и + Ош =0О , шбч+т@и=0, (10°) 

откуда достаточно просто получаем новое уравнение: 

1х @х - 14 би = О, 

решение которого находим методом характеристик; 

(а, мч, 16) = (чи, мы), = (12) 

где Х ($ Е) = произвольная функция уке двух переменных. Под- 

ставляя последний результат в первое уравнение системы (10'), по- 

лучаем: ХХ. *Жё=О ‚ откуда: 

95.4) = (Е-5), (3) 
| где 9% - произвольная функция только одной переменной. Подставим 

решение (13) в функцию (12), которую, в свою очередь, подставим в 

выражение (11). Для невырожденной метрики Г , удовлетворяющей 

системе уравнений (10), приходим окончательно к следующему выра- 

кению: 

= Ибчр-ж+я). (14) 

Результат (14) с точностью до переобозначения %/({)>} ,за- 

ключающегося в свободе выбора функции (, и с точностью до экви- 

валентности, состоящей В очевидной замене кооудинат: Ч — ©, 

и >= ‚м —>-У9 , Я >И). ‚, задает метрику (2). _
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Рассмотрим теперь второй случай, когда локальное движение 

(4') состоит из изоморфных преобразований мнокеств //6 ‘и 76 , 

задаваемых алгеброй (14.2) из $34. Из условия обращения в нуль оп- 

ределителя (9) получаем: Д = (И,+Й)_)(225(х-=)-1) = О ‚ 

откуда: Я =-Й» ‚то есть, как и в предыдущем, преобразования 

множеств 776 и 765 неэквивалентны. При условии й, =-Я. , 

когла Д = О , одно из уравнений системы (8) является следствием 

трех других. Удобно в системе для алгебры (14.2) из 94 в случае 
$. Е 

а =- й, оставить первое, четвертое и второе уравнения: 

И Го 
1ж *}==0 ‚› 99 р =О0, 

их к + со5х фи + 56 Е ТЕ + 05} = 0. 
(15) 

Из первого и второго уравнений системы (15), применяя метод харак- 

теристик, находим: 

ДЕД (-Е, ЧР), (6) 

где ДС, 2) - произвольная функция двух переменных. Подставим 

решение (16) в третье уравнение системы (15), воспользовавшись из- 

вестными формулами для разности синусов и суммы косинусов: 

5см $/2 Я + С0$ 5/2 + =0. | 

Это послепнее уравнение также решаем методом характеристик: 

Я (5,4) = Ф(ежр(- 1/2) 57 5/2), (7 
где Ф - произвольная функция только олной переменной. Подставляя 

решение (17) в результат (16) получаем невырожденную метрику 

= Ф(езр (- 35”) т =”), 

  

- 

< Е) г. которая с точностью до переобозначения \”(7/-? 7 , означающего
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свободу выбора функции $, и с точностью до эквивалентности, со- 

стоящей в замене координат:. гр (-9/2) 5си [2 2х , 

ежр(-9/2)со5 ж/а > -Уу, ехр(-р/2) 055/28 7 &,. 

ежр (-12/2)5и=Е/а — р , совпадает с метрикой (3). Теоре- 

ма полностью доказана. О 

Заметим, что результаты только что доказанной теоремы на час- 

тном примере физической структуры ранга (3,3) подтверкдают уста- 

новленную в первом параграфе эквивалентность групповой и феномено- 

логической симметрий в геометрии двух множеств, Можно надеяться, 

что эта эквивалентность, имеющая место такке и в геометрии одного 

множества, позволит методами теории физических структур решить та- 

кие задачи в теории групп преобразований, которые обычно в ней не. 

рассматривались из-за отсутствия полной классификации групн преоб- 

разований не только с точностью до эквивалентности в каклом изо- 

морфном классе, но и с точностью до подобия. Одной из таких задач 

является вычисление всех невырокденных двухточечных инвариантов, 

то есть феноменологически инвариантных метрик, имеющих, согласно 

/ТО/, содержательную физическую интерпоетацию. 

Анализ деталей доказательства теоремы позволяет также сделать 

следующее заключительное замечание. Если исходить из классификации 

С. Ли /26/, то ни одна из метрик (2), (3) не может быть получена 

как двухточечный инвариант группы двикений (4'), так как С. Ли в 

пределах подобия не различает неэквивалентные алгебры (8.1), (8.2) 
! : 1 } ды 1 

— и не различает неэквивалентные алгебры (14.2), у которых 2; = о 

(9. пи с =О и7. по таблице из /26/). То есть для вычисления 

двухточечных инвариантов необходимо уточнять классификацию С. (и в 

пределах эквивалентности, когла допускается только замена кооои- 

нат преобразуемого многообразия в какпом изоморфном классе, как 

это было сделано выше для трехмерных ($84 гл.Г) и четырехмерных (84 

гл.ГТ) алгебр Ли преобразований плоскости.
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$6. Групповые свойства физических 

структур ранга (П+1,2) 

Будем исходить из общего и краткого определения геометрии 

двух множеств, данного в начале второго параграфа. Множество 778 

_в рассматриваемом случае будет одномерным многообразием, а множе- 

ство 76 -м -мерным. Для метрики + координатное задание будет 

следующим: | 

1%, Е) = }(%,=4,,.., Е”). (т) 

Согласно результатам работы /21Т/, физические структуры ранга 

(п+1,2) существуют только для И = Т, 2, Зи не существуют 

для ПАЧ . Метрика (Г) с точностью до переобозначения 4/( $ ) 

—>} и эквивалентности (замены локальных координат в 77$ и 75) 

и функциональная связь, определяющая феноменологическую симметрию, 

задаются слепующими выражениями: 

для В =1 

у = я+@, | (2). 

(а) - уеев) - 149) + ОВ) = 0; 

^^ 

`’ для Т=ёа 

=жЕ+е, -` (3) 

| Си) УС 1 

д а 4 | =0; 

ско УКВ) 4
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ракет и, | а 

Сы) {СЕВ фея) её р , 

фа 9 004 1 

ДЕ УКР) СЁ ув) р 

1 Де) ее 1     
Группа движений метрики (Т) согласно теореме 2: из $1 зависит 

от И, существенных параметров; 

И с’ Ах: а*,,.,, а”), | 

У 5 | 1 7 о 
=‘ = 6 (=1,,..., 5", а хевиз Я, 

те у-1,,..®. | 

Локальное преобразование одномерного многообразия 77 в 

группе движений (5) задается линейно независимыми инфинитезимель- 

ными операторами | | 

Ха = Ль (=) Эх , (6) 

где = 4 ‚..,. ё. . Если в операторах (6) произвести замену 

координат: ЕЙ, (х)- х , то для первого. оператора Ха по- 

° лучим максимально простое выражение 

Х: = 9 2 Х.= А.(® 0, Я Ричи Хи - = Ат (=) 0. (5’) 

Теорема Т (С. Ли). Максимальная размерность алгебр 

Ли преобразований одномерного. многообразия 1 &} равна трем. С то- 

чностью до подобия базисный оператор Хх одномерной алгебры зада- 
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ется зыражением 

Х = 9 ;. | о (7) 

базисные операторы Х. , Х. двумерной алгебры задаются выракени- 

ями" 

Эа . Х, = «да (8) 

с коммутатором 

[Ха,Х. | = К, ; | (9) 

да с” ‘а . . 

базисные операторы Х,, Х..Х. трехмерной алгебры задаются выра- 

жениями 

. ` —_ 2 о 

Х, = 9х, Хь=ждх , Хь=х 9. (10) 

с коммутаторами . 

у. ТУ \ | _2 "и мТа: тт 
[Х,,Х.1=Х., [Х,,Х,]=6Х., [Х.,Х.1= Хз. (ТГ) 

Результат, изложенный в теореме Т, принадлежит, как хороно 

известно, Софусу Ли. Следует, однако, подчеркнуть, что его доказа- 

тельство, воспроизведенное, например, в монографии Н.Г. Чеботарева, 

/36/ на стр. 213, приводит к этому результату не с точностью до 

эквивалентности, а с точностью до подобия в смысле леммы @ 

из $3, когда в исходной группе допускается как замена координат, 

так и замена параметров. Но подобие не равносильно эквивалентнос- 

ти, когда в -эждом изоморфном классе допускается только замена ко- 

ординат позобразуемого многообразия (см., например, /37/, с. 44). 

С другой стороны, при нахождении феноменологически инвариантных 

метрик (Т), являющихся невырожденными двухточечными инвариантами 

‚ группы двикений (5), необходимо проводить классификацию групи пре- 

образований с точностью до эквивалентности. То есть, в частности`,
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результат теоремы Т необходимо уточнить в пределах эквивалентности. 

Теорема @, Классисикация алгебр Ли преобразотаний од- 

номерного многообразия а т с точностью до подобия совпала: со 

их классификацией с точностью до эквивалентности. 

Базисный оператор Х одном ерной алгебры Ли с точностью до 
’ & -# я 

эквивалентности, согласно выражениям (6 ), может быть записан в 

виде (7). Базисные операторы ‚м , Х 2 двумерной алгебры Ли, со- 
1 , 

гласно выражениям (6), могут быть записаны в виде 

Х. = 9 ‚, Х.= А (®9ж .. (12) 

Подставим операторы (Те) в коммутатор (9): 

[Х.,Х.1=А'22.. =Х. =, 
откуда получаем уравнение АС х)=1 с ‘решением А (х)= жча, 

где а = СоизЁ Аддитивная постоянная @ может быть исклю- 

чена простой заменой координат: 2+ —> 5 ‚, в результате чего 

с точностью до эквивалентности приходим к выражениям (8). Заметим, 

что в трехмерной алгебре Л. Пи с коммутационными соотношениями (ТТ) 

содержится двумерная неабелевая. подалгебра с коммутатором (9). По- 

этому ее базисные операторы К ., Х 2, Х з › согласно выражениям 

(8) и (6' ), можно записать в следующем виде: 

Х, = 9х , Ж.= ж 9.. ‚Иа А (=) 9. (13) 

Подставим операторы (13) во второй и третий коммутатор соотноше- 

ний (ТТ): 

[Ха,Х,] = Лк) 0х =2Х.=2=9х , 
[Х., Хз] = СЕА’Се) - Аб) 9х = Хь= А (9х, 

откуда получаем два уравнения: А‘ (<=) =2а%х и жЛ'Сх) = 2А (*)
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с единственным решением Л(<)=Ж? . Подставив его в выражения 

(13), получим с точностью до эквивалентности базисные операторы 

(10). Для ®>З , очевидно, нет алгебр Ли преобразований одно- 

мерного многообразия с точностью до эквивалентности, как нет их, 

согласно теореме Т, и с точностью до подобия, что и завершает до- 

казательство теоремы #. 

Локальное преобразование мнокества 76 в движении (5) зада- 

ется линейно независимыми операторами 

по = 6% (#5... =“) 9/9Е’, = (14) 

где 4,0 =1,..,” . Из теоремы Т следует, что локальное действие 

тобой /» -мерной группы Ли в одномерном многообразии 775 в слу- 

чае П »/ не эффективно. То есть группа преобразований ПЪ не 

может зависеть существенным образом от более чем трех параметров. 

Локальное движение (5) задается операторами Иу= Хе + Авиа 

которые образуют базис и, -мерной алгебры Ли. Поскольку операто- 

ры Хо и. и взаимно коммутируют, коммутационные соотно- 

шения для них совпадают с коммутационными` соотношениями для опера- 

торов. Иш . То есть К, -мерные алгебры Ли с базисными опера- 

торами Хо и о | изоморфны с точностью до совпадения 

структурных констант. Поэтому дополнительно к результатам теорем. 1 

и е необходимо только найти с точностью до эквивалентности все 

двумерные алгебры Ли преобразований двумерного многообразия с ком- 

мутатором (9) и все трехмерные алгебры Ли преобразований трехмеур- 

°ного многообразия с коммутационными соотношениями (11). Эти допол- 

нительные результаты надо установить с точностью до эквивалентнос- 

ти потому, что взаимные расширения подобных, но не эквивалентных 

алгебр Ли могут привести к различным метрикам (Т) при решении сис- 

темы уравнений (33) из 83. 

Теорема З3. С точностью до эквивалентности базисный
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оператор :‚-, одномерной алгебры Ли преобразований одномерного мно- 

гообразия {ЕТ задается выражением 

ка = 9: ;. | (15) 

г 
— 

базисные операторы ‚>. ,,-,, двумерной алгебры Ли преобразований 

двумерного многообразия $, с коммутатором 

аа = а (16) 

задаются выражениями. 

= Оё , = Е0Е; (17) 

па = ОЕ, ая Е9;+9,; (18) 

гтт И. г—— 

базисные операторы ,-,:,:..2,:`.з трехмерной алгебры Ли преобра- 

зований трехмерного многообразия =, 2, 7} с коммутационными ‘ 

соотношениями 

[а Рен» а. [= а аз = 33 (19) 

задаются выражениями: 

г: = д, =, = 2: == ”О; (20) 

а бя Ед: +0, 

(21) 

==“ 9 +2Е92; 

=: = Эа $ а = 29; +3», ] — 

| | (22) 

= (#74 2рер)9 +2590; | 

.=9:, а=е0; + 0ь, 

(23) 
п = =°0; +ФЕОр + ехрр 9 ,
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Выражение (15) для оператора ‚7 получается сразу же из вы- 

ракения (7) простой заменой координат: 2 -? > , так как оба мно- 

‘кества 776 и 76 при Ю=1 ‘являются одномерными многообра- 
= 

зиями э ' 

2%, 

Если 6 = , то множество 75 является двумерным много- 

образием с локальными координатами & = # 7, 7 = =“ . Базисные 
. 1 га = операторы .>.:,:.› двумерной алгебры Ли преобразований многооб- 

разия 78 ,‚ согласно общим выражениям (14), можно записать в сле- 

. дующем виде: 

р ш = б«(=, р) 9: + Ро СЕ, 29 з (24) 

где ф« = Г, 2. Произведем замену координат Ф(#,7)->& , (Е, 2) 

> „ге функции Фи являются некоторыми решениями 

уравнений 6.9. + р, ф, =1 и ©, +р,4/, =0 . Для опера- ти = То Е "А+ 279 
тора ‹.-.4 получаем тогда максимально простое выражение: „>; : = 

= 9: . В результате упростится запись операторов (24): 

Б = Ор» 5 а=6(#,2)9 + РС, 2202. (24') 
Подставим операторы (24') в коммутатор (16): 

За бр. рот, =9,, ола р 

откуда получаем О: Е.) =1, Р=СЕ,2)=0 ‚ то есть б(5,2)= 

= = == 9 С) | ‚ РСЕ, 2) = рс2) . Произведем дополнительную за- 

мену координат & т Фр) $ = ЧР) р , которая сохра- 

няет за оператором его простую форму. Если ‚рс2) =@ ‚то, 

полагая (р) = 6) ‚ получим выражения (17). Если ке ‚р ру 

+О , то, полагая - Ф(р) +0(р) + рр) Ф'(Ф) =0 , рр)" 

=1 ›, получим выражения (18). Заметим, что изоморфные алгебры Ли 

с базисными операторами (17) и (18) и не эквивалентны и не подоб- 

ны, то есть никаким автоморфизмом и никакой заменой коорцинат ‘эти
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которое можно значительно упростить, используя замену координат. 
И - и ” 

(27). Если “+ 2“=О , то полагая Ф=0 , получим: 

=Е0;. = _ (28) 

Если же р” +2‘ +0 ‚ то, беря функции @, “, 22 как некоторые 

решения уравнений -Ф+б+рфр+Е 9, =О ‚рт Е и =1, 

ре +2 =О , получим второе выражение: 

гл . > . : 

ТВ ЕО +9» - (29) 

Подставим операторы (26), (28) и оператор 

2, = 6(Е, 2,929; + СЕ, Р, Эр + СЕ, и, 9 (30) 

из (25) во второй и третий коммутаторы соотношений (19): 

ГЕ.) = 695 + РЕбр+че: Оу =аЕ.= 29, ый 

а | = 26.0: += РЕ 9 + = 0у - 69. = 

= б 9 т 

откуда получаем уравнения: бе = ‚ Р== _ ‚ бЕ= о, 

= б= =.2б ‚Е "Р= =р, 2: = = . Решения этих уравнений 

легко находятся 6(#,7,/) ==“ ‚ РЕ, 2, )=0 ‚ СЕ, р, Л=О. 

Используя найденные решения в выражении (30), добавляя к нему вы- 

ражения (26) и (28), припем к результату (20) доказываемой теоремы, 

Подставим операторы (26), (29) и (30) в последние два комму- 

татора соотношений (19): 

Е =бЕ9; +Рё0р + &ё Оу = 

=а:=. = 2=9: +ё0»ь , 

3. 31=(560=+6570; + ЕЕ ро +
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(тет) ду - бт, - 69: +99, +50, 
откуда получаем уравнения: 0: = = , РЕ =е , | ® == О , 

=6= +6, =26 ‚, > Ре +рь=р , 2 р=Т . Решения 

этих уравнений нетрудно найти: 9(&,7,и) == =, 69) ехр 2 7, 

ре, 1) =2Е = ра) ехрр , Г(Е,р, 7 = 2 (9) ехри ‚ гле 

с (9) , ‚р@) 2 и) - произвольные функции одной переменной. 

Подставим эти решения в выражение (30): 

= (+ 6 ехр 20): + 

+ (2=т р) ехр р)9, + тдехррду 

и произведем замену координат: = + ф(дежрр > = , р + фе) 

>р ‚ аи) > и , сохраняющую форму операторов (26) и (29). 

Еели Г=0О и Че + р" = @ „то, полагая {2 = 2/2 , щи- 

ходим к результату (21). Если же #=О и 4 б+р* #0 ‚то, 

полагая ф=р/е и - ф* + 6+ РФ =ехрау „‚ приходим 

к результату (22). Если ке, наконец, @ 0 , то, полагая © 22.’= 

=ежр# , -2ф+р+ = и’=о , - 9+б+ру+еф-- 

= 0, приходим к последнему результату (23). Заметим, что изомор- 

фные трехмерные. алгебры Ли с базисными операторами (20) - (23) по- 

парно и не эквивалентны ‘и не подобны. Теорема полностью доказана. 

Локальное движение (5) задается суммой операторов (6) и (14): 

Иа = А(=)9/9х + 6, (Е% РУ =") 0/09 =" (Зту 

а». 

вят базис `(ЗТ) взаимного расширения алгебр (6) и (14). Базисный 

оператор 2 о опномерной алгебры Ли движений (5) для случая \ = 

= 1 определится суммой выражений (7) и (15). Базисные операторы
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базисы не могут быть сведены пруг к другу.. 

Для п.=3. множество 76 является трехмерным многообрази- 

ем, локальные координаты которого обозначим через &==1 , в = 

р 2 т 3 . г МИР . , 

= =® м == . Базисные операторы 4,0, — з трехмерной 

алгебры Ли преобразований многообразия 7 , согласно общим выра- 

кениям (14), можно записать в следующем виде: 

а = 6,(2, 2, 9) 0: + Ры(Е, 7,9) 9 + Тод ‚ (25) 

где & =Т,2, 3. Заменой координат Ф(#, 0, 9) >= „УЕ, и, 9) 

р, @(=, 2, 9) — 1/ с независимыми функциями Фи, , 

являющимися некоторыми решениями уравнений 6, Ф: + йе Ф, +, 

= 1 3 6.9: фр + Фи =0 э б.%= ат. Жу=О, 

выражение для оператора ;‚-;. можно сделать максимально простым: 

.=0:. — . (26) 

Заметим, что выражение (26), в котором 9,=4 ‚ Ю =. =0 , 

сохраняет свою простую форму при любой замене координат вица: 

Е + ФФ, и) Е, фр, >, ет, р 

ге ФФ, фи, а - произвольные функции лвух переменных ггя ус- 

ловии, конечно, что ® и & независимы. 

Подставим оператор (26) и оператор кН из (25) в первый 

коммутатор соотношений (19): 

5. = 2= О + ор + о, - = Од; 

откуда получаем уравнения ба: =1 , Р2==0, Е2Е=0 с реше- 

чили барр) =Е ОСТ), рые, = РФ, › 
| С.(=,Р, и) — #(р,9). Для оператора ‚-,› теперь имеем выра- 

жение 

па =(Е+ 602,9) 9; + р(р, 9) др + 2 (р, 90,
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я а, йа двумерной алгебры Ли движений (5) для случая п =е оп- 

ределяются суммами выракений (8) и (17), а такке (8) и (18). Ба- 

зисные ‘операторы 2 , 7.5 , Из трехмерной алгебры Ли движений (5) 

для случая п. = 3 определяются суммами’ выражений (10) и (20), 

(10) и (21), (10) и (22), (10) и (23). | 
Согласно инфинитезимальному критерию инвариантности (см., 

/24/, с. 77), метрика (Т) будет двухточечным инвариантом группы 

— преобразований (5) в том и только в том случае, если она удовлет- 

воряет системе уравнений Хы { = © 2 операторами (аГ.: 

Ао) Ох + 60 (= *,, =”) 95/0? = О. (32) 

Теорема 4. С точностью до переобозначения 9) 

и эквивалентности. (замены локальных координат) невырожденная мет- 

рика 0, определяемая как двухточечный инвариант группы движений 

(5), задается выражениями: (2) для ре 1 , (3) для п=@ и 

(4) ля Ю=3 , 

В случае 9, =1 метрика Се, =) ,‚ рассматриваемая как 

двухточечный инвариант, является решением уравнения (38) с опера- 

торами (7) и (15): 

$ т ТЕ =0. 

Решение этого уравнения легко находится методом характеристик: 

1(%,Е) = Ч(*ж-=), о (33) 

где 4” - произвольная функция одной переменной. Решение (33) с 

точностью до произвола выбора функции Фи с точностью до экви- 

валентности, состоящей в очевидной замене координат: %- %х , 

-& — & , совпадает с выражением (2). | 

Если хе И -=2\, то метрика у (Ж,#,Р) является решением 
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одной из двух систем уравнений (32) либо с оператореми (8) и (17), 

либо с операторами (8) и (18). Однако в отношении производных 

о 9х и о а. / 9= первая система имеет только нулевое ре- 

шение. Метрика оказывается вырожденной, так как не зависит от. ко- 

ординат <,& . Запишем вторую систему; 

Фи +: =, 

о + Ее + 5ь -б. (34) 

И первого уравнения системы ‹ 34) будет: 

ов, р) = Д(%-=,2), . _ (85 

ге Й(4,%) - произвольная функция двух переменных. олени. 

вим решение (35) во второе уравнение системы (34). Произведя заме- 

ну} “=Ж-Е „= Р ‚ получим уравнение пля функции Я 

решение которого легко находится: 

«7 Я (ее, м) = (и ежр(-\)), (36) 

где 4 - произвольная функция одной переменной. Из выражений 

(35) и (36) получаем решение исходной системы (34): 

Де, Е, р) = У(е-в)ежр(-2)). (37) 

Решение (37) с точностью до произвола выбора функции У источ- 

ностью до эквивалентности, состоящей в замене координат: № —> х* , 

ехрср) => = „= бежр(-р) —> # совпадает с выраже- 

нием (3). | | 

Для случая п. = 3 метрика {с х,=, 2, 7) является решением 

одной из четырех систем уравнений (32) с операторами (10) и (20),
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(10) и (21), (10) и (22), (10) и (23). Но первая система относите-. 

льно производных 91/9 , Э//9= °, вторая и третья отно- 

сительно производных эЭ//дх ‚ О//ОЕ , 97/9 имеют’ 
‚ только нулевые решения, что приводит, очевидно, к вырокдению мет- 

рики. Запишем четвертую систему: 

^ 

Ух + Т= = О 8 о | 

хуи + ЕЕ + Др =0, . >99 

6 + =. +2=}» +ехжр! Хи = 0 | 

в которой первые два уравнения составляют систему (34). Ее решение 

для метрики 1 (1,=, 7, 27) легко получить, используя выражение 

(37): | 

Дер, р, ) = О (х-т)ежрс2), 9), (39) 
где @ (5,1) - произвольная функция двух переменных. Подставим ре- 

шение (39) в третье уравнение системы (38), полагая $ = (ж-#)- 

‘ежр(-2), Е =9 : | 

5°9; + Е =О. —_ (40) 

Уравнение (40) интегрируется методом характеристик: 

9, Ё) = (+115), (ат) 

где й = произвольная функция одной переменной. Из выражений 

(АТ) и (39) получаем решение исходной системы (38): 

| (=-Е)Чежр(-р) + 1 Фет, р, = ( е 
(е-5)ежр(-2) 

Решение (42) с точностью до произвола выбора функции и и с точ- 

ностью до эквивалентноети, состоящей в замене координат: 56 —>5 , 

(42)  
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У >= . -Е9 + ехрр — 7? , -Е-ЗИ , совпадает с 

выражением (4). Теорема 4 полностью доказана. 

Для случая к, >24 ›,‚ как уке было отмечено выше, из теоремы 

Т следует, что действие любой я -мерной локальной группы Ли в од- 

номерном многообразии 776 не эффективно. То есть никакая функ- 

ция (Г) в случае 224 не может задавать на одномерном ил - 

мерном многообразиях 776 и 76 (Т, 2 )-мерную геометрию 

расстояний, наделенную групповой. симметрией степени /2 и потому, 

согласно теореме 2 из $1, никакая функция (Т) в случае »4 не 

может задавать на этих многообразиях физическую структуру ранга 

(1*+1,2.) и порядка т. Таким образом, физические структуры ранга 

(0+1,2) и порядка Т в случае ® >44 не существуют..



ЗАКЛЮЧЕНИЕ
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$ Т. Групповые свойства произвольных 

физических структур 

В первой и второй главах настоящей диссертации были определе- 

ны бинарные физические структуры, когда функция у сопоставляет 

число паре точек. Бинарные структуры естественно определяются на. 

одном и двух мнокествах. Функция $} допускает нетривиальную груп- 

пу движений с конечным числом параметров, которое было названо сте- 

пенью групповой симметрии. При определенном соотношении между ран- 

гом физической структуры, числом существенных параметров группы 

движений и размерностью множеств групповая и феноменологическая 

симметрии соответствующей геометрии оказываются эквивалентными. , 

Эти соотношения были заложены в определение физической структуры, 

ее феноменологической и групповой симметрий. Естественно возникает 

вопрос об их происхождении и’обосновании. Кроме того, имеется много 

_ возможностей обобщения. и развития понятия физической структуры 

(см., например, /29/, с. 71-76), одна из которых была реализована. 

в $1 гл.[Т, когда двум точкам из разных множеств сопоставлялось $ 

действительных чисел, где 5> 1 (физические структуры порядка $ 

или $ -метрические физические структуры). 

Другая возможность обобщения реализуется в определении. тер- 

нарных физических структур, когда функция $ сопоставляет число 

не паре точек, как в случае бинарных структур, а трем. Тернарные 

физические структуры могут быть определены на одном, двух и трех 

множествах и их простейшие случаи были рассмотрены автором в рабо- 

тах /4/, /38/, /39/. Однако предварительное исследование показало, 

что тернарные структуры в их естественном определении (см. ниже) 

в отличие от бинарных никаких групповых свойств не имеют, то есть 

соответствующие функции $ не допускают нетривиальных групп дви-
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жений. Этот результат в какой-то мере объясняет, почему столь бо- 

гаты и содеркательны в физическом и математическом смыслах бинар- 

ные структуры, в то время как тернарные существуют, по-видимому, 

только в самых простых случаях наименьшего возможного ранга. И то- 

гда естественно возникает вопрос о внутренних причинах такого раз- 

личия между бинарными и тернарными физическими структурами. 

Для полного ответа на вопрос о соотношении ранга физической 

‘структуры, степени ее групповой симметрии и размерности множеств, 

а такке на вопрос о причинах различия бинарных и тернарных струк- 

тур, необходимо исходить из более общего определения физической 

структуры. Тогда можно будет понять, при каких соотношениях основ- 

ных характеристик грунповые свойства у структур есть, а при каких 

их нет. Естественно предполокить, что только те структуры содерка-. 

тельны в физическом и математическом смыслах, которые наделены не- 

‚ тривиальными групповыми свойствами. Для краткости изложения опре- 

деление произвольных физических структур будет дано в самых общих 

чертах. 

Пусть имеются р множеств пб... Пр произвольной физи- 

ческой природы, каждое из которых в математическом смысле предста- 

‚вляет. собой гладкое многообразие размерности Па, р 6007т- 

ветственно. Пусть также имеется функция | 
$ $. 

у: ИЕ * 76 о (Г) 

ООО ВляЕнЕ кортеку длины 9 =9,*+,.. + Фр из 5 аки. 

. «бр . некоторую точку из Ю° _ , То есть $ действительных чи-_ 

сел. Область определения функции $ ‚ как обычно, обозначим через 

©; 7 | 3 ‚ предполагая ее открытость и плотность в Хх, х 

‚ 77 ЯР 
х бр . Предполоким, что коорцинатное представление (Т) локально 

достаточно гладкое и координаты точек каждого множества входят 3 

него существенным образом, то есть функция у невы ырокдена, Чисто-
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вой кортек (0.,.,., б р> Назовем кратностью физической структу- 

ры, а $ - ее порядком. 

Пусть Ма,,,,Мр - произвольные целые числа, такие, что. 

М. 2 9:+1,.., Мр%йр+1 —- Построим отображение 

| М 5 С7 хх СЯ РотВм я „* 08 Не Сы, Кних Си (2) 

сопоставляя кортеку длины Л... * Мр из 11% их и Х 76, р 

совокупность 5 сих вх (. я чисел, соответствующих всем 

упорядоченным кортекам длины Я= О; фи, + о р › являющихся про- 

екциями исходного кортежа на, пространство 767“ 71 х Хх 7752 Ес- 

тественную область определения Г’ обозначим через с г . Ана- 

логично построим второе отображение 

, о ен . м М _ оби х ие СЯР | | 
| 578, ких 776 р. 7 ^ М р й (2’) 

нае | ! 4 
где Ме > И: .6=1, р, с областью определения ©, . Проек- 

цию отображения Е" на пространство ‘меньшей размерности получим, 

опуская из области его знамений все числа, соответствующие по фун- 

кции (Т) некоторой совокупности кортежей длины Я = Яуч+. + р : 

_Вудем говорить, что функция (Т) залает на мнокествах 764, 

ив 772 Рю | феноменологически симметричную (/:,,,,, Пр) -мер- 

ную геометрию ( 0. -арную физическую структуру) ранга (М ати 

Мр } . кратности <91:,,., Я р> и порядка $ , если на плот- 

ном ь ©: множестве ранг отображения ̀ к равен $5 (Си, Хх, 

к С? мь - 1) ‚ а ранг любой проекции отображения р”! ‚ Не включа- 

ющей в себя отображения Е’ ‚ максимален на плотном в + мно- 

кестве. Другими словами, локально мнокество значений отображения 

Р’ является подмнокеством множества нулей системы $ независи- 

мых функций ФР, Е Фр. от 5 ея х Сие переменных, 
р
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причем $ функциональных связей 

Ф.=О,,.., Ф: = 0 (3) 

являются порокдающими в том смысле, что любые другие нетривиальные 

связи будут только их следствием. 

Будем. говорить, что определенная выше физическая структура 

наделена групповой симметрией, если заданы такие эффективные глад- 

кие локальные действия некоторой локальной группы Ли в многообра-. 

зиях 1, ,.., 776 р ‚ что тии взаимного расширения этих действий 

на прямое произведение их п ^ функция Ф является 

9 -точечным инвариантом, где. 9. = Я ти, Я» . Поскольку пре- 

образуемые многообразия конечномерны и метрика { невырождена, 

естественно предположить, что максимальное число существенных па- 

раметров полной локальной группы локальных движений конечно, то. 

‚есть что она является конечномерной локальной группой Ли. Обозна- 

‚ чим ее размерность через & и назовем число & степенью группо- 
\ 

акк, Яр уравнений сохранения 
Мр 

“У = -0 — _ (4) 
{ / : . 

относительно тат. + Мр тр дифференциалов координат то- 

вой симметрии. 

Запишем систему $ С? м! 

чек кортежа из О: . Если физическая структура наделена группо- 

вой симметрией, то система (4), с одной стороны, должна иметь, по 

крайней мере, одно ненулевое решение, а с пругой - число ее линей- 
{ 

не должно превышать некоторого конечного значения, определяющего 

степень групповой симметрий. Число таких решений равно числу неиз- 

вестных в системе минус ранг ее матрицы. Но матрица системы (4) 

есть матрица Якоби системы функций } ‚ соответствующих всем упо-
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рядоченным проекциям из б-. на пространство 8 7х г: Х 

х 5 . Ранг ее, очевидно, не изменится, если из системы фун- 

кций Я|=’ ‚ исключить зависимые по связи (3). Исключив их, полу- 

чим максимальную проекцию отображения Е!‘ ‚ не включающую в себя 

отображения ЕЁ’ . Обозначим число функций у в этой максимальной 

проекции через (М; ия М») ; Тогда по определению физиче- 

ской структуры ранг матрицы системы (4) будет равен 

рии (М ту +, Мытр , (М, и,Мь)). — (5) 
м { } { 

Если найдутся такие значения рев РМ р ‚ пля которых М: т, 

ты Мы» = См! , а Мр) о › То ранг матрицы системы (4) 

для них будет равен М ту +. + Мрт ‚ то есть числу неиз- 

вестных в ней. Но тогла система (4) будет иметь только нулевое ре- 

шение, что означает отсутствие нетривиальных групповых свойств у 

рассматриваемой физической структуры. Если ке для любых значений 

Ма...) М р выполняется неравенство М/(/М,,.,, Мр)< 

= Мет, + и Моть , то ранг матрицы системы (4) будет равен 

(ИЕ, , Мы) и число ее линейно независимых ненулевых ре- 

шений окажется равным 

к МА и Мытр - ИМ, и, М }. е (6) 

Число решений <‘, как было отмечено выше, не доликно превышать 

некоторого конечного значения. Из этого условия установим при ка-. 

ких соотношениях между размерностью множеств, рангом и порядком 

физической структуры она, может быть наделена групповой симметрией 

и определить степень этой симметрии. 

Рассмотрим сначала более подробно бинарные структуры на одном 

и двух мнокествах, а такхе тернарные структуры на одном, двух и 

‚ трех мнокествах. 

Для бинарных структур на одном множестве ранга М и порядка
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$ множество 7/76 есть 77. -мерное многообразие, а функция (Т) 

запишется в следующем виде: 

У: Тк ИФ — К® 
а 

Отображение. 

РТ" — А 5 М(М-1)/2 
-й 

где М > 3 ‚ по определению бизической структуры имеет санг 

$М(М-1)/2-$ . Нэйдем, сколько в системе $ МКМ): 3 

функций, соответствующих кортежу из 776 м ‚ ге М '>М ‚ прно 

этом зависимых. На матрицу пар для кортежа длины м’ будем 

следовательно налагать матрицу пар для кортека длины М. При 

каждом полном наложении вычеркнем одну пару, например, последнюю. 

Эта процедура повторяется до тех пор, пока возможно наложение без 

пропусков. Число зависимых функций будет равно, очевидно, числу 

состоявшихся наложений, умнокенному на $ . Нетрудно установить, 

что это число равно $ (1“- М+1)(М'- М+2)/2 и потому ранг мат- 

рицы Якоби всей системы функций у [ р‘ по определению физической 

структуры оказывается равным. 

ти (Мт,5М'’(М“1)/2 - $(М-М+1)(М-М+2)/2). 

Если т < $(М-2) , то ранг матрицы системы уравнений (4) 

для достаточно больших значений М’. равен числу неизвестных и 

она имеет для этих значений только нулевое решение, то есть физи- 

ческая структура не может быть наделена групповой симметрией. Если 

же ит > $(/1-7) , то для всех М'>.М ранг матрицы системы 
#{ 

(4) меньше М И? и она по формуле (6) будет иметь 

= Мт-$М'(М-2) +5(М-1)(М-2)/2 

‘линейно независимых ненулевых решений. При И > $ (М-2) с рос-
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том Л число решений ©’ может стать сколь угодно большим, что 

противоречит выводу об ограниченности ®’ . Поэтому для существо- 

вания групповых свойств необходимо, чтобы размерность многообразия 

776 была равна, 

  

  
нь = $ (/№-2), | (7) 

    

В случае (7) число решений %’ определяет число существенных и не- 

зависимых параметров группы движений, то есть степень групповой 

симметрии; 
  

  ат = 5(М-2)(М-1)/2 = т (тч+$)/25. (8) 
  
  

Если 5$ =1 , то из равенств (7),(8) получаем т = М-2 == 

= 7 (/9+4)/8 | ‚ то есть такие соотношения между размерностью 

рп множества 776 , рангом М физической структуры и степенью 

ее групповой симметрии, которые были использованы в основных опре- 

делениях $$ Ти 2 первой главы. 

Рассмотрим теперь бинарные физические структуры ранга (М, м// 

и порядка $ на двух множествах 76 и 76 , являющихся мно- 

гообразиями размерности / и И соответственно, задаваемых 

функцией _ — | 
р. к 5 
+ < 776 х 76 — А Го 

По определению ‘физической структуры ранг отображения 

| мм Мм 
Г: к 76“ — 9? 

где М»>2., 2 равен $ (М/-1) . Число зависимых функций в 

Я 

1, - М’ ди‘ 
системе 5////‘ функций, соответствующих кортекжу из 176” х 76 , 

г / . | 
ме ММ , М3! , определяется описанным выше способом 

Ми! наложения на матрицу пар пля кортека плины *И/”‘ матрицы пао 

для кортежа длины М+и. . Это число без особых трудностей на-
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ходится: $ (/1-М+1)(И-И+1) и потому ранг матрицы Якоби си- 

стемы функций [= ‚ а следовательно, и системы уравнений (Ч, 

по тому же определению оказывается равным 

` 4 : тей (М тир, 5 МИ“ (Ме М+А КА 1). 

Шели М <$5(%/-1) или И <.$ (М-1) _, то для некоторых зна- ‚ 
чений М’ и //” ранг системы уравнений (4) равен числу неизвест- 

р / _ 
ных м' т +1 —иоона имеет для этих значений только нулевое 

‘решение, что и означает отсутствие у рассматриваемой физической 

структус^ групповых свойств. Если же М 2 $(/-1) и = о 1), 

то ранг матрицы системы уфавнений (4) для любых знамений Ми 

М’ равен $ ММ 5 (М-М+1)-и!+1) и она имеет 

=Мт+Ий -8М'-1)-5М(М-1 + 5 (М-4Х-4) 

линейно независимых ненулевых решений. При > $ (И/-1.) или т > 

7 $ (11-1) с ростом М’ и /' число решений %“ может стать 

сколь угодно. большим, что противоречит выводу об оррЕНиченНоСити 

2’ . Поэтому физическая структура будет наделена групповой сим- 

метрией только в том случае, если между размерностью множеств 775, 

76 —,‚ рангом структуры (М, /) и ее порядком. $ имеется сле- 

дующая связь: 

ит = $(/-1), М = $(М-1) . (9) 
  

      

Степень групповой симметрии % ,‚ то есть число независимых и суще- 

ственных параметров группы двикений, определяется числом линейно 

независимых ненулевых решений системы (4) при условии (9): 
  

  
== (М- 1-1) = тп. | 0 
  

Соотношения (9) и (10) были использованы в основных определениях 

$1 второй главы.
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Перейдем, палее, к качественному рассмотрению тернарных физи- 

ческих структур. Для структуры ранга М и порядка $ ,‚ задавае- 

мой на множестве 77 - многообразии размерности и" - функцией 

$: 1%? —> 26°, 

ранг отображения | 

Г: 1” — К 

гле М >4 , равен по определению $ М(М-1)(М-2/6 - $. най- 

дем ранг отображения #Ё” ’. среди всех 5//”(М-1)(М-2)/6 
1. ; . 

функций отображения д’ ‚ Где А > 1 ‚о число зависимых опреде- 

$ М(М-1)(М-2)/6 
я 

_ ляется методом наложения матрицы троек для кортека длины /М на 

матрицу троек для кортежа длины М ' . Этот метод был попробно 

описан выше при рассмотрении бинарных структур на одном множестве; 

и пля числа зависимых Функций отображения Ё" ' получаем значение 

$(М’-М+1)(М-М+2ХМ-М-+3)/6 . По определению физиче- 

ской структуры ранг матрицы системы уравнений (4) будет равен 

ны (Мт, $ М(М-1)(М-2)/6- 

-(М-м+М-М+а(М-М+3)/6). 

Поскольку /М>3., для достаточно больших знамений .м' ранг 

матрицы системы уравнений (4) равен М’ ‚ то есть числу неиз- 

вестных, и она для таких значений ЛМ” имеет только нулевое ре- 

шение. Таким образом, тернарные физические структуры на одном мно- 

жестве не могут быть наделены групповой симметрией. 

Тернарные физические структуры ранра (/\, И) и порядка $ 

на двух множествах 77 и 76 - многообразиях размерности И? и. 

Й, соответственно - задаются функцией 

У: 1767 х 76 = Ю°. 

сад”
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По определению этой структуры ранг отображения 

М-1) м/ =. В 
где /1>3, 22 , равен $//(М-1)//2-$ ‚а ранг отображения 

Ё' ' ‚ то есть ранг матрицы системы уравнений (4), найдем, налагая 

матрицу троек для. кортежа длины М+ м на матрицу троек для 

кортежа длины М‘ + и’ ‚ где М» М, И!» И: 

ке (М'т +и/п , $М'( М" 1) "12 - 

-$(М-М+1)(М-М+2)(М-и+1)12). 

Поскольку М> и М> 1 для достаточно болыних значений м' 

ии’ ранг отображения #" " равен М’т НИ“ ‚ то есть числу 

неизвестных в системе уравнений (4), которая тогда будет иметь 

только нулевое решение. Таким образом, тернарные физические струк- 

туры на двух множествах не могут быть наделены групповой симмет- 

рией. „ | 

Для тернарных физических структур ранга (М, //, [.). ишо- 

рядка .5 на трех множествах 776, 76 , д. — многообразиях раз- 

мерности И, , 2 соответственно - ‚ задаваемых функцией 

{: к 76 хХ — р* 

ранг отображения 

МГ 

р: Мк То" кд" — В° 

_ где Мъа, мза, 4+ 2, по определению равен $ МИ/Д-$ . 
: # 

Ранг отображения Ё’’ ‚ то есть ранг матрицы системы уравнений (4), 

можно найти методом, использованным и описанным выше; 
р (Мия + и‘ + ['е ‚ Мм’! _ 

$ (М'-М+4) (5+ 1(0"-1+1)),
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где /1’>2М М, ">, ми , И» . Поскольку 121,21, 1>1 

для достаточно больших значений М ' м ' д’ ранг отображения р’ 

равен И/7т + / + то есть числу неизвестных в системе 

уравнений (4), которая для этих значений имеет только нулевое ре- 

шение. Таким образом, тернарные структуры на трех множествах не 

имеют групповых свойств ни при каких размерностях этих множеств. 

Произвольные физические структуры ранга (М. ле) Мр) и 

ротноети 5 задаются на множествах 7781,,,,, 76» - многообра- 

зиях размерности /.,,,‚,ИТ» соответственно - функцией (Т). Ранг 

а (2) по определению физической ‘структуры равен $ Си, *х 

хи: КС и”- $ ‚а ранг отображения (2 ’), то есть ранг матрицы 

системы уравнений (4), можно найти, налагая на матрицу кортежей, 

ДЛИНЫ 74 ‚„* в для кортека длины М. + ,,,* М из те". 

ху х 75, р матрицу тех же кортежей для кортежа длины /7,*,„.* 
7» 

+ Мр ИЗ зн хи, х Г ; 

в, 
УТ. (Мет. + а Мот, Сие Х шЕХ Си, - 

- $5 Сы": -м,+9,^ ГР Си И (5°) 

Поскольку бинарные и тернарные физические структуры выше были под- 

робно рассмотрены, будем предполагать, что 4 =9,+и* Фр> 3. 

Число неизвестных в системе уравнений (4) от м. . и. Ир зави- 

сит линейным образом. В то же время разность, входящая в выражение 
# 

(5°), содерки? по М1 5; М р члены порядка 9-12. , кото- 

‚рые неограниченно возрастают, так как /М,>9.:,.,, Мь > 9» . 
! , А это означает, что для достаточно больших значений М. и М р 

ранг отображения: [а равен числу неизвестных в системе (4), кото- 

рая для этих значений будет иметь только нулевое решение. Таким 

образом, 4 -арные физические структуры, задаваемые на множествах 

| 751,» ;ПЬр функцией (Т), в случае 9>3 не могут быть на-
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делены' групповой симметрией. 

Окончательный вывод, к которому мы приходим по результатам 

проведенного выше исследования, состоит в следующем: 

групповой симметрией могут быть наделены только бинарные фи- 

зические структуры на одном и двух множествах, в то время как 

для” 9 -арных физических структур с 0. = 9: ее, + Я > 3 

функция (Т) не допускает никаких нетривиальных локальных дви- 

=.
 

"
-
—
-
=
-
-
-
.
 

*. жений. 

Только что сформулированному выводу об отсутствии групповых 

свойств, в частности, у тернарных физических структур как будто бы 

противоречит следующий простой пример. Сопоставим упорядоченной 

тройке с у к> точек евклидовой плоскости площадь треугольника. 

с соответствующими вершинами: 

202) 9) 1 

—
 +3
 

++
 

—
 25) = | %4) 90) 1 ‚ 

| ое) 9) 1 

причем эта площадь будет положительной или отрицательной в зависи- 

мости от направления обхода 2 ->/ -*К . Для пооизвольной чет- 
2 

верки <С/К@> между четырьмя площедями Э(2/К) ‚ССЕГе), т
 

(ЕК), $ К е) , соответствующих всем упорядоченным го пс- 

ходной четверке тройкам точек имеется очевидная функциональная 

Связь; 

На первый взгляд, функция (ТТ) задает на плоскости тернаоную бизи- 

ческую структуру ранга 4, причем эта функция допускает '5-парамет- 

рическую группу двихений - евклидовые двикения и сдвиги. Однако



- 243 - 

только наличие функциональной связи (12), согласно определению, не 

является достаточным условием того, чтобы функция (ТТ) задавала на 

плоскости тернарную физическую структуру. Необходимо еще, чтобы 

связь (12) была порокдающей в следующем смысле: всякая другая не- 

тривиальная связь долкна быть ее следствием. Покажем, что связь 

(Т2) как раз этому-то условию и не удовлетворяет. Возьмем на плос- 

кости пятерку точек 42/А@рю> =, которой по функции (11) со- 

поставим десять площадей треугольников: 5(27К) , 52/6) , 

(ТР) ‚5 КЕ) , 5 Ёр) ‚ 5660) 5) ‚5 КР), 
(р) ‚, 5(КЁР) , соответствующих всем возможным тройкам то- 

чек, упорядоченных по исходной пятерке. Из этих десяти площадей по 

связи (12) можно исключить четыре: 5(/К@) , 5 Ср) ‚ Эр), 

5(КЁр). Если связь (12) порокдающая, то оставшиеся шесть пло- 

`’ щадей | 

| 5(7К) , (её) , 527) ‚ 5(ЕКе), $(2Кр), $(Ёёр) (13) 

должны быть независимыми. Тривиальной связи мехкду ними быть не мо- 

жет, так как они являются функциями десяти координат пяти точек 

плоскости 2,/,К, 2, р ‚ но нетривиальная связь между ними, в 

действительности, есть, в чем можно убедиться из следующих простых 

соображений. Если бы этой связи не было, то пятиточечная фигура: 

<27А @р> в своем движении, сохраняющем все площади, имела бы 

только четыре степени свободы, так как на десять координат пяти ее 

точек было бы наложено шесть независимых связей, обусловленных ин- 

вариантностью шести площадей (13). В действительности же, фигура. 

<2 К ею > ‚ сохраняя все площади, может перемещаться по плос- 

кости с пятью степенями свободы: одно вращение, два параллельных 

переноса и два сдвига. Установленное противоречие и доказывает, 

что мекду шестью площадями (13) долкна существовать дополнительная 

нетривиальная функциональная связь, не являющаяся следствием свя-



зи (12), которая, таким образом, не может быть порстлак-о“. 2.2. 
В ^у < > ция (ТТ) не задает на плоскости 776 = Ю” тернарную бизицес с: 

структуру ранга А в смысле общего определения этого параграта, не- 
= к 

=>. смотря на наличие функциональной связи (12), так как ранг пьоелаии 

отображения Е": 77° > Ю 38 ‚ задаваемой шестью площадями (13) 

и не содержащей отображения А’: 776*—А° , меньше шести, то 
есть не максимален. = 

В заключение отметим, что групповая симметрия бинарных физи- 

ческих структур, которым уделено основное внимание в настоящей 

диссертации, является определяющей. То есть функция $ будет за- 

давать физическую структуру в том и только в том случае, если она 

допускает нетривиальную конечномерную группу движений. Условие на- 

деления физической структуфы групповой симметрией определяет ее 

степень, устанавливая связь этой степени с размерностью множеств, 

рангом и порядком структуры соотношениями (7), (8) и (9), (10). В 

то же время без предположения о групповой симметрии даже соотноме- 

ния (7) и (9), в которых не фигурирует степень групповой симметрии, 

Должны в исходных аксиомах оговариваться дополнительно, и потому в 

работе /40/ эти соотношения характеризуются как самое слабое и 

уязвимое место в ‘определении физических структур. 

Результаты 5Т Заключения опубликованы в работе /43/.
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$ 2. Некоторые вопросы и замечания 

В обеих главах диссертации рассматривались вещественные физи- 

ческие структуры. В первой части - однометрические на одном множе- 

стве, во второй - $5 -метрические на двух множествах. Совершенно 

очевидно, что групповая симметрия физических структур на опном 

множестве будет определяющей не только в однометрическом случае, 

но ив $5-метрическом, так как изложенный в $8 Т,2 гл.Г метод 

сравнительно просто обобщается на этот последний. Произвольные би- 

зические структуры, определенные в 5Т Заключения, такке веществен- 

ные. 

В связи с содеркательной интерпретацией комплексных физичес- 

ких структур в работах Ю.С.Владимирова /ЗТИ, /32/, о чем более 

подробно сказано в конце 5Т гл.1Т, имеет смысл исследовать их не- 

зависимо от вещественных. Ясно также, что комплексные однометриче- 

ские физические структуры можно рассматривать как частный случай 

вещественных лвуметрических. Поэтому, с одной стороны, некоторые 

результаты для комплексных структур можно получить комплексиФика- 

цией соответствующих результатов для вещественных /З0/, а с дру- 

гой, по полным результатам для двуметрических вещественных физиче- 

ских структур, например, можно было бы установить феноменологиче- 

ские предпосылки происхождения комплексных чисел. 

беноменологически инвариантные метрики { оказались невырох- 

денными двухточечными инвариантами групп преобразований. Задача их 

вычисления естественно предполагала предварительную классификацию 

групп преобразований с точностью до эквивалентности (см. $53 гл.[Т). 

Однако рассмотренные выше примеры (см. $$ 4, 5 гл.Ги 884, 5 

гл.ГТ) показывают, что с увеличением размерности множеств решение 

таких задам становится слишком громоздким и вряд ли может быть до-
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ведена до конца, тем более что отсутствует полная классификация 

2 -мерных алгебр Ли уже для >66 . Поэтому естественно воз- и 

никает вопрос, насколько необходимой является предварительная пол=” 

ная классификация групп преобразований с точностью до эквивалент- 

ности в каждом изоморфном классе. Действительно, для очень многих 

взаимных расширений групп преобразований лвухточечные инварианты 

оказались вырокденными (см. $5 гл.Ги $5 гл.1Т). Следовательно, 

имеет смысл предварительно установить структурные ограничения на 
р 

группы преобразований, которые возникают из условия невырожденнос- 

ти двухточечного инварианта, чтобы не проводить. их полной класси- 

фикации. Например, для Ю®=оа, еще мокно провести полную клаеси- 

фикацию трехмерных алгебр Ли преобразований плоскости (см. 84 гл. 

т), но уже для П = 3 задача полной классификации шестимернох 

алгебр Ли преобразований пространства оказывается за пределами фи- 

зической возможности. В исследованиях В.Х.Льва /5/ для случая ®=3 

соответствующие ограничения естественно возникали по хопу исследо- 

вания и использовались для нахождения феноменологически инвариант- 

ных метрик в ЮЗ ‚ но эти ограничения носили частный характер. 

Поэтому для Пз4 и, тем более, для $ -метрических физических 

структур и структур на двух множествах вопрос об общих ограничени- 

ях на группы преобразований, следующих из невырокденности двухто- 

чечного инварианта, остается открытым. В случае физических струк- 

тур на двух мнокествах 7/6 и 76 (см.52 гл.1., с.160) имеет 

смысл и долее частная задама установить, при каких размерностях 77$ 

И ое двухточечные инварианты будут вырокденными для 

любой группы их преобразований: размерности тв . 

Отметим в конце, что все исходные определения и все резуль- 

таты диссертации локальны. Их глобализация требует существенного 

развития основного метода исследования и является постаточно слож- 

ной и интересной задачей, значимость которой обусловлена приложе-
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